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ЦЕЛЬ И СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Цель работы – практическое освоение основного метода ки-
нематического анализа манипуляторов – метода преобразования 
координат.

С этой целью строится кинематическая схема предложенного 
манипулятора. По заданному взаимному положению звеньев мани-
пулятора определяются координаты конечной точки переносимой 
детали относительно стойки. Задача решается методом преобразо-
вания координат в матричной форме. Найденные координаты про-
веряются замером их на модели манипулятора.

Работа рассчитана на два часа.

ОПИСАНИЕ ОБОРУДОВАНИЯ

Манипуляторы, предлагаемые для анализа, показаны на рис. 1.
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Каждый манипулятор состоит из стойки 0 и трёх подвижных 
звеньев 1, 2, 3, образующих друг с другом вращательные и одну 

поступательную кинематические па-
ры. Даны длины звеньев. Они указаны 
на рисунке и выражены в метрах. Ма-
нипуляторы снабжены шкалами, по 
ним устанавливается взаимное поло-
жение звеньев. Звено 3 оканчивается 
схватом, удерживающим переноси-
мую деталь 3а. Е – конечная точка пе-
реносимой детали. На плоскость стой-
ки нанесены оси x0, y0 системы Аx0y0z0, 
относительно которой определяются 

координаты точки Е. Это делается с помощью сетки и коорди-
натного трёхгранника, показанного на рис. 2. Шаг сетки 50 мм.

ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ КООРДИНАТ

Согласно методу преобразования координат, с каждым зве-
ном манипулятора связывают систему координат, расположен-
ную, например, как показано на рис. 3.

В исходном положении манипулятора оси всех систем на-
правляют параллельно одноимённым осям системы 0 (Ax0y0z0).

Координаты точки Е последовательно преобразуют из систе-
мы 3 в 2, из 2 в 1, из 1 в 0. В матричной записи формула преобразо-
вания имеет вид
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где 
0ER и 

3ER – столбцовые матрицы искомых и заданных коор-
динат:
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0Ex
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3ER
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Т10, Т21, Т32 – матрицы преобразования координат из системы, ука-
занной первой цифрой индекса в систему, указанную второй цифрой.

В общем случае матрица преобразования Tji имеет вид:

Tji =

cos (xi^xj) cos (xi^yj) cos (xi^zj) a

,cos (yi^xj) cos (yi^yj) cos (yi^zj) b
cos (zi^xj) cos (zi^yj) cos (zi^zj) c

0 0 0 1
где )cos( ji xx  , …, )cos( ji zz  – косинусы углов между осями ко-
ординат; a, b, c – абсцисса, ордината и аппликата начала коорди-
нат системы j относительно i. Строка элементов 0, 0, 0, 1 в мат-
рице Tji, а также единицы в матрицах RE0, RE3 предназначены для 
выравнивания числа столбцов и строк перемножаемых матриц
(обоснование – в рекомендуемой литературе, с.121–125).

Составленные матрицы перемножают в соответствии с форму-
лой (1). В результате перемножения получают столбец RE0, содер-
жащий формулы искомых координат.

Решим поставленную задачу для манипулятора, изображенно-
го на рис. 3. Координаты точки Е в системе 3: xЕ3= 0; yЕ3= 0; zЕ3= lDE . 
На этом основании:


3ER

0
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Для составления матриц преобразования Tji изобразим каж-
дую пару систем координат отдельно, причём с совмещёнными на-
чалами (рис. 4). 
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Систему, из которой ведётся преобразование, изобразим по-
вёрнутой на небольшой положительный (независимо от действи-
тельного знака) угол, если поворот предусмотрен заданием. Угол
поворота считается положительным, если поворот, наблюдаемый 
из конца в начало координатной оси поворота, происходит против 
часовой стрелки. На рис. 3 и 4 все углы – положительные.

Используя рис. 3, 4, составим матрицы преобразования. 
Результат показан на рис. 5.

Матрица Т10 Матрица Т21 Матрица Т32
x1 y1 z1 x2 y2 z2 x3 y3 z3

x0 1 0 0 0 x1 cos φ21 0 sin φ21 0 x2 1 0 0 0
y0 0 cos φ10 -sin φ10 0 y1 0 1 0 lAB y2 0 1 0 s32
z0 0 sin φ10 cos φ10 0 z1 -sin φ21 0 cos φ21 0 z2 0 0 1 lBC

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Рис. 5
Сверху и сбоку матриц расположены обозначения осей ко-

ординат. Обозначения сверху принадлежат системе, из которой 
ведётся преобразование, обозначения сбоку – системе, в которую 
ведётся преобразование. Эти обозначения не являются элемента-
ми матрицы. Они лишь подсказывают наименования осей, между 
которыми должен быть взят угол, стоящий под знаком косинуса.

Не во всех ячейках матриц оказались косинусы. Это объяс-
няется тем, что углы между некоторыми осями координат равны 
90. В таком случае по формулам приведения имеем:

cos (90+) = –sin;          cos(90–) = sin.
Кроме того, некоторые углы равны 0 или 90, косинусы та-

ких углов, как известно, равны 1 и 0 соответственно. Осталось 
матрицы перемножить. Правило умножения матриц иллюстриру-
ет рис. 6.
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Рис. 6
Здесь матрица А из элементов aij умножается на матрицу В из 

элементов bij и получается матрица С. Умножение матриц в соот-
ветствии с формулой (1) показано на рис. 7.

Рекомендуется располагать перемножаемые матрицы вдоль 
длинной стороны листа формата А4 или на двух тетрадных листах.

Т21 Т32 RE3

Т10 Т10Т21 Т10Т21Т32 RE0=Т10Т21Т32RE3

Рис. 7
Формулы координат точки Е находятся в столбце RE0 и, как 

видно по рис. 7, имеют следующие выражения:

0Ex = lDE sinφ21 + lBC sinφ21;

0Ey = – lDE sinφ10 cosφ21 + s32 cosφ10 – lBC sinφ10 cosφ21 + lAB cosφ10;

0Ez = lDE cosφ10 cosφ21 + s32 sinφ10 + lBC cosφ10 cosφ21 + lAB sinφ10.

Подставляя в формулы размеры звеньев и задаваемые коорди-
наты, получают численные значения искомых координат.
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ПОРЯДОК РАБОТЫ

1. Начертить схему манипулятора в исходном положении, анало-
гично показанному на рис. 3.
2. Связать с каждым звеном систему координат.
3. Изобразить системы координат попарно (подобно показанному 
на рис. 4) и составить матрицы Т10, Т21, Т32 и RE3.
4. Перемножить матрицы, расположив их уступом, как на рис. 7.
5. Извлечь из столбца RE3 формулы координат точки Е и найти их чис-
ленные значения. Задаваемые координаты взять из таблицы, приве-
дённой ниже.
6. На модели манипулятора установить значения задаваемых ко-
ординат.
7. Используя координатный трёхгранник (рис. 2), измерить коор-
динаты точки Е и сравнить их с расчётными. При разнице более 
10 мм искать ошибку в формулах и расчётах.

№ мани-
пу-

лятора

Задаваемые 
координаты

№ варианта
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1
s10, м 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14 0,16 0,18 0,15

φ21, град. –20 –10 30 60 50 –30 60 20 40 60
φ32, град. –40 –80 –100 –60 40 110 30 50 120 50

2
φ10, град. –10 –20 –30 –40 –50 –60 –70 –80 –15 –45
φ21, град. 60 50 –20 40 30 50 –10 –30 –20 20

s32, м 0,13 0,09 0,08 0,17 0,1 0,09 0,08 0,08 0,08 0,19

3
φ10, град. –10 –20 –30 –40 –50 –60 –70 –45 –30 –60

s21, м 0,13 0,11 0,17 0,07 0,15 0,18 0,12 0,09 0,14 0,1
φ32, град. 40 80 120 40 -20 20 45 80 100 50

4
φ10, град. 15 30 45 –30 –60 –75 60 75 –15 –45

s21, м 0,06 0,03 0,07 0,20 0,04 0,03 0,03 0,04 0,11 0,08
φ32, град. 60 –40 –30 140 120 170 50 –20 45 150

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

1. Какова структура матрицы преобразования координат?
2. Каково назначение четвёртой строки матрицы преобразования?
3. Составьте одну из ваших матриц преобразования координат.
4. Сформулируйте правило умножения матриц.
5. Напишите матричную формулу преобразования координат.
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6. Что получается в результате умножения матрицы T32 на RE3?
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