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Данное методическое издание соответствует государствен-

ному образовательному стандарту дисциплины «Математика» 

для студентов технических и экономических специальностей 

технических университетов. 

Цель пособия: помочь студентам в освоении курса теории 

вероятностей – в приобретении навыков при решении задач этого 

курса, подготовке к тестам и, как следствие, к более качествен-

ному усвоению основных понятий и методов. 

Основное содержание работы представляет собой разбор ба-

зовых понятий теории вероятностей на примере решений боль-

шого числа практических заданий. Приведены задания для само-

стоятельной работы и тестовые задания для контроля знаний сту-

дентов. В конце пособия размещены таблицы, систематизирую-

щие знания по темам, а также необходимые для проведения рас-

чётов. 

Пособие состоит из трех частей:  

Случайные события,  

Случайные величины,  

Совместные распределения. 

 

ЧАСТЬ 1. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ 

 

Первая часть предлагаемого издания направлена на прора-

ботку тем понятия «случайное событие»: 

1. Пространство элементарных исходов эксперимента. 

2. Классическая формула вероятности. 

3. Геометрическая вероятность. 

4. Алгебра событий. 

5. Вероятность произведения и суммы событий. 

6. Формулы полной вероятности и Байеса. 

7. Повторные независимые испытания. Формула Бернулли. 

Теоремы Пуассона и Муавра-Лапласа. 

Наряду с разбором типовых задач, предлагаются контроль-

ные вопросы, тестовые задания и задачи для самостоятельного 

решения по темам. 
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ТЕМА 1.1. ПРОСТРАНСТВО ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ИСХОДОВ 

Основные понятия: случайный эксперимент (испытание), 

исход случайного эксперимента, пространство исходов, случай-

ное событие, вероятность события, невозможное событие, досто-

верное событие, противоположные события. 

Литература: [1]  гл. 1, §1, 2, 6.  

Пример 1.1.1. Случайный эксперимент состоит в однократ-

ном подбрасывании игральной кости. Записать пространство 

элементарных событий (исходов) этого эксперимента и событий 

A, B, C и D, где A  «выпало четное число очков»; B   «число 

очков есть простое число»; C   «число очков кратно трем»; D   

«выпало одно очко». Записать событие, противоположное A . Ка-

кие из перечисленных событий являются несовместными? Какие 

события образуют полную группу? Привести пример невозмож-

ного и достоверного событий. Найти вероятности событий 

, ,A B C , D . 

Решение. Пространство элементарных событий (исходов) 

случайного эксперимента представляет собой множество: 

 1,2,3,4,5,6 . Событию A  соответствуют три исхода: выпадение 

2, 4 или 6 очков; событие B  реализуется при выпадении 2, 3 или 

5 очков, событие  C  − при выпадении 3 или 6 очков; событие D  

состоит из одного исхода, при выпадении 6 очков реализуются  

одновременно события A  и C , эти события совместны. События 

A  и D  несовместны, так как не могут произойти одновременно. 

Событие, противоположное A , Aвыпадение нечетного числа 

очков. События A  и A  образуют полную группу событий, так 

сумма их исходов образует пространство событий эксперимента. 

Достоверное событие: выпадение 1,2,3,4,5 или 6 очков – это со-

бытие обязательно наступит в результате проведения экспери-

мента. Невозможное событие: выпадение, например 7 очков – это 

событие не может реализоваться при проведении эксперимента. 

Найдем вероятности событий , , , ,A B C D A . Из определения 

вероятности события следует, что сумма вероятностей всех исхо-

дов случайного эксперимента равна 1. Если все исходы экспери-

мента равновозможны (т.е. равновероятны), то на каждый исход 

приходится вероятность, равная 1/ n , где n  число всех исходов 

эксперимента. В эксперименте с подбрасыванием кости число 
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исходов равно 6, следовательно, на один исход приходится веро-

ятность, равная 1/ 6 . Вероятность события равна сумме вероятно-

стей всех исходов, составляющих данное событие. Тогда 

( ) 3/6 1/ 2P A   , ( ) 3/6 1/ 2P B   , ( ) 2/6 1/3P C   , ( ) 1/6P D  , 

( ) 3/6 1/ 2P A   . Вероятность противоположного события A  

можно найти через вероятность события A: ( ) 1 ( ).P A P A   

Пример 1.1.2. Случайный эксперимент: подбрасываются 

две монеты. Записать пространство событий этого эксперимента 

и события: Aмонеты упали одинаково, B выпал хотя бы один 

герб. Записать событие, противоположное B . Найти вероятности 

этих событий. 

Решение. Если нас интересует, каким образом выпали моне-

ты, гербом или цифрой, то пространство событий можно пред-

ставить в виде множества:  , , ,гг гц цг цц . Событие A  состоит из 

двух исходов  ,A гг цц ; событие  , ,B гг гц цг ; событие, про-

тивоположное B ,  B цц . 

Исходы эксперимента равновероятны, следовательно, на 

один исход приходится вероятность, равная 1/ 4 . Тогда 

( ) 2/ 4 1/ 2P A   , ( ) 3/ 4P B  , ( ) 1/ 4P B  . 

Если нас интересует, сколько выпало «гербов» и «цифр», то 

множество всех исходов можно записать в виде 

      2,0 ; 1,1 ; 0,2 . В этом пространстве исходы не равновероят-

ны, так как исходам    2,0 ; 0,2  соответствуют вероятности, рав-

ные 1/ 4 , а вероятность исхода  1,1  равна 1/ 2 .  

Замечание. Пространство событий случайного эксперимента 

не всегда имеет конечное число исходов. Например, в экспери-

менте: монета бросается до первого выпадения герба. Простран-

ство событий этого эксперимента можно представить в виде 

множества  , , , , ...г цг ццг цццг . В этом случае исходы экспери-

мента также не являются равновероятными.  

Пример 1.1.3. Случайный эксперимент: монета бросается до 

выпадения герба. Построить пространство событий этого экспе-

римента.  

Решение. Все исходы эксперимента можно представить в 

виде множества  , , , , ...г цг ццг цццг . В этом случае число воз-
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можных исходов бесконечно, и они не являются равновозмож-

ными.  

Задание. Чтобы лучше понять, что такое вероятность собы-

тия, проведите 10 серий испытаний, каждая из которых состоит  

из 100 подбрасываний игральной кости. В каждой такой серии 

вычислите относительную частоту события Aвыпадение 1 очка 

и найдите среднюю частоту события по всем сериям. Сравните ее 

с вероятностью этого события. Закон больших чисел утверждает, 

что относительная частота наступления события должна быть 

близка к вероятности этого события при многократном повторе-

нии эксперимента. 

Замечание. В условиях задач иногда приводятся значения 

вероятностей некоторых событий. В реальной жизни утвержде-

ния вида «вероятность попадания стрелка в цель равна 0,6» от-

сутствуют. В этом случае значение вероятности оценивается по 

значению относительной частоты события на основе эксперимен-

та. Утверждение «вероятность попадания стрелка в цель равна 

0,6» означает, что в длинной серии испытаний, каждая из кото-

рых состоит, например, из 100 выстрелов, среднее число попада-

ний равно 60. 

 

Задачи для самостоятельного решения по теме 1.1 

1. В каких из следующих примеров указаны все возможные 

исходы испытания: а) выигрыш, проигрыш в шахматной 

игре; б) выигрыш, проигрыш встречи по баскетболу; в) вы-

падение герба – герба, цифры – герба, цифры – цифры (в 

указанном порядке) при двукратном подбрасывании моне-

ты. 

2. Образуют ли события «на обеих монетах выпала цифра», 

«на обеих монетах выпал герб» множество всех исходов 

при бросании двух монет?  Какие события нужно добавить 

к этим двум, чтобы получить полное множество исходов? 

3. Бросается три монеты. Записать все исходы этого случай-

ного эксперимента. Какие исходы соответствуют событиям: 

Aмонеты упали одинаково, B выпал хотя бы один герб. 

Записать исходы, соответствующие событию B . 

4. Монета подбрасывается до тех пор, пока не выпадет герб, 

или, пока четыре раза не выпадет цифра. Перечислите все 
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исходы этого эксперимента. Какие исходы соответствуют 

событиям: Aмонета подброшена 4 раза, B цифра выпала 

менее трех раз? Являются ли исходы этого эксперимента 

равновозможными? 

5. Бросается две игральные кости. Выпишите все исходы это-

го эксперимента. Какие исходы соответствуют событиям: 

Aвыпало четное число очков, B число очков нечетно, 

C выпал дубль, D сумма очков меньше четырех. 
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ТЕМА 1.2. КЛАССИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА ВЕРОЯТНОСТИ 

Основные понятия: 

 равновозможные (равновероятные) исходы 

 событие и благоприятные исходы 

 правила произведения и суммы 

 размещения (без и с повторениями) 

 перестановки (без и с повторениями) 

 сочетания (без и с повторениями) 

Литература: [1]  гл. 1, §3, 4, 5. 

 

Если все элементарные исходы случайного эксперимента 

равновероятны,  как, например, при подбрасывании игральной 

кости или монеты, вероятность события пропорциональна числу 

исходов m , составляющих данное событие 

 
m

P A
n

  ,                                                           (1) 

где n общее число исходов эксперимента, а mчисло исходов, 

составляющие событие A  или число благоприятных исходов. 

Для события, противоположного событию A ,  события  A , 

которое наступает, если событие A  не реализуется в результате 

проведения эксперимента, имеем 

   1 1
n m m

P A P A
n n


                              (2) 

При решении задач формула (2) часто дает возможность бо-

лее рационального решения, если вероятность события A  вычис-

ляется проще, чем вероятность события A . 

Часто исходы эксперимента представляют собой комбина-

ции различных элементов. Например, номер телефона – это набор 

7 из 10 цифр, трехзначное число – упорядоченная комбинация 

трех из 10 цифр и т.д. В этом случае для вычисления числа исхо-

дов в формуле (1) используются формулы и основные правила 

комбинаторики: правило произведения и правило суммы. 

Правило произведения: если нужно последовательно вы-

полнить k  действий, и первое из них можно выполнить 1n  спосо-

бами, второе – 2n  способами, и т.д. и действие под номером k  – 
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kn  способами, то все k  действия можно выполнить 
1 2 kn n n    

способами. 

Правило суммы: если нужно выполнить одно из двух вза-

имоисключающих действий, и первое из них можно выполнить 

1n  способами, а второе – 2n  способами, то одно из них можно 

выполнить 1 2n n  способами. Это правило можно распростра-

нить на любое число действий. 

Пример 1.2.1. Из телефонного справочника случайным об-

разом выбирается номер телефона, состоящий из 6 цифр. Найти 

вероятности следующих событий: Aвсе цифры в номере раз-

личны, B номер состоит только из единиц и троек, C из четы-

рех единиц и двух троек, D две цифры в номере четны, осталь-

ные нечетны.  

 Решение. Исходами этого эксперимента являются различ-

ные комбинации из шести цифр. При этом первая цифра в этих 

комбинациях не равна нулю и порядок цифр имеет значение. Так 

как все исходы эксперимента равновероятны, то воспользуемся 

классической формулой вероятности (1). 

Общее число исходов 
5

5
109 9 10n A    . Здесь мы использо-

вали правило произведения: сначала выбираем перовую цифру 

номера из 9, затем из всех имеющихся 10 цифр выбираем осталь-

ные 5 цифр номера, учитывая, что они могут повторяться. 

Число исходов, составляющих событие A: 
5

99 9 9 8 7 6 5Am A         (первую цифру номера выбираем из 9, 

затем остальные 5 из 9 оставшихся, учитывая, что цифры в номе-

ре не повторяются). 

Число исходов, составляющих событие B : 
6

6
2 2Bm A   (вы-

бираем все цифры номера из двух, при этом они могут повто-

ряться) 

Для события C : 6,4,2

6!
30

4!2!
Cm P    (число перестановок 

множества, содержащего два типа элементов). Заметим, что в 

случае, когда перестановки содержат только два типа элементов, 

число перестановок , ,

!

!( )!
r k r k

r
P

k r k
 


 совпадает с числом соче-

таний из r по k  элементов, k

rC . 
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Событие D : 
2 3 4

5 5 51 2 5 4 5 28125Dm m m A A A         . Здесь 

мы использовали правило суммы для двух взаимоисключающих 

действий, так как первая цифра номера может быть нечетной 

(число таких исходов равно 1m ) или четной, но не нулем (с чис-

лом исходов 2m ). 

Тогда вероятности событий: 

136080
( ) 0.015

900000

Am
P A

n
   , 

64
( ) 0.00007

900000

Bm
P B

n
   , 

30
( ) 0.00003

900000

Cm
P C

n
   ,        

28125
( ) 0.031

900000

Dm
P D

n
   . 

Пример 1.2.2. Из урны, содержащей 3 белых и 2 черных 

шара,  наудачу извлекаются два. Найти вероятности событий: 

Aоба шара белые;  B первый шар черный, второй белый; 

C один шар белый, другой черный, 

Решение. Исходами этого эксперимента являются различ-

ные комбинации двух шаров. Общее число таких исходов равно 

числу сочетаний из 5 элементов по 2,  2

5

5!
20

3!
n A   . Здесь мы 

используем размещения, так как различаем, например комбина-

ции: «черный-белый» и «белый-черный».  При этом все исходы 

эксперимента равновероятны, следовательно, можно воспользо-

ваться классической формулой вероятности. 

Число исходов, составляющих событие A: 2

3 6Am A  , так 

как два белых шара могут быть извлечены из трех белых. Число 

исходов, составляющих событие B : 
1 1

3 2 3 2 6Bm C C    .  Здесь 

мы использовали правило произведения: число способов извлечь 

белый шар умножили на число способов извлечь черный шар. 

Кроме того, использовали сочетания, так как порядок шаров уже 

учли порядком множителей 
1

3C  и 
1

2C . Число исходов, составляю-

щих событие C , найдем, используя и правило произведения и 

правило суммы, 
1 1 1 1

3 2 2 3 12Cm C C C C   , так как возможно, что 

первый шар белый, второй черный или, наоборот, первый чер-

ный, второй белый. Тогда  

3
( )

10

Am
P A

n
  ,   

3
( )

10

Bm
P B

n
  ,   

6
( )

10

Cm
P C

n
  . 
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Пример 1.2.3. Колода для игры в покер состоит из 52 карт. 

Каждый игрок получает на руки 5 карт. Найти вероятности сле-

дующих комбинаций карт одного игрока: 

a) флешь-рояль (десять, валет, дама, король, туз одной масти); 

b) каре (4 карты одного и того же достоинства и одна любая 

карта); 

c) фул (3 карты одного достоинства и 2 карты другого досто-

инства); 

d) флешь (5 карт одной масти).  

 Решение. Исходами случайного эксперимента (раздача карт) 

здесь являются различные комбинации из пяти карт. Общее чис-

ло всех исходов равно числу сочетаний из 52 карт по 5, 

5

52

52! 48 49 50 51 52
2 598 960

5!47! 1 2 3 4 5
n C

   
   

   
. Здесь мы использу-

ем сочетания, так как порядок карт при игре не важен. Все исхо-

ды эксперимента равновероятны. 

 A) 1 4 1 1 1 1 1 4m        . Есть 4 способа выбрать масть, одну  

из 4, а затем по одному способу выбрать обозначенные карты 

этой масти. 

 B) 2 13 48 624m    . Карты одного достоинства – это, 

например,  двойки, короли и т.д. Всего имеем 4 карты каждого 

достоинства. Тогда есть 13 способов выбрать 4 карты одного до-

стоинства и 48 способов выбрать одну карту из оставшихся 48. 

 C) 3 2

3 4 413 12 13 4 12 6 3744m C C         . Выполняем после-

довательно 4 действия: сначала выбираем 4 карты одного досто-

инства (13 способов), из этих 4 карт выбираем 3, затем 4 карты 

другого достоинства из оставшихся 12  и из них выбираем 2 кар-

ты. 

 D) 5

4 13

13!
4 4 5148

5!8!
m C     . Выбираем масть, затем из 13 

карт этой масти выбираем 5 карт. 

 Вероятности этих комбинаций равны соответственно 

1
(1) 0.0000015

2598960
P   ,     

624
(2) 0.00024

2598960
P   ,   

3744
(3) 0.0014

2598960
P   ,       

5148
(4) 0.002

2598960
P   . 
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 Колода для игры в покер содержит еще два джокера, но мы 

не учли этого обстоятельства. Кроме того, мы рассмотрели не все 

комбинации карт покера. 

 

Задачи для самостоятельного решения по теме 1.2 

1. Из урны, содержащей 3 белых и 2 черных шара, наудачу из-

влекается один шар. Найти вероятности событий: Aшар 

белый  B   шар черный. 

2. Из букв слова «уравнение» случайным образом извлекается 

одна буква. Какова вероятность того, что она: а)  гласная; б) 

согласная; 

в) буква «е»; г) буква «с»? 

3. Цифры 1,2,3,4,5 пишутся на 5 карточках. Случайным обра-

зом выбираются три карточки. Определить вероятности 

следующих событий: Aтрехзначное число, составленное 

из выбранных цифр четно; B нечетно; C делится на 5; 

D на двух выбранных карточках цифры нечетны. 

4. Слово «книга», собранное из букв разрезной азбуки рассы-

пано и собрано снова. Какова вероятность того, что вновь 

собранное слово «книга»? 

5. Слово «алгебра», собранное из букв разрезной азбуки рас-

сыпано и собрано снова. Какова вероятность того, что вновь 

собранное слово «алгебра»? 

6. Из букв слова «статистика» случайным образом выбирается 

5 букв и составляется в ряд. Какова вероятность того, что 

полученное слово «такси»? 

7. Полная колода карт делится на две равные части. Найти ве-

роятность того, что: а) в каждой по два туза; б) один и три 

туза. 
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ТЕМА 1.3. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ 

Литература: [1]  гл. 1, §8. 

Если пространство событий  содержит бесконечное множе-

ство исходов эксперимента и ему можно поставить в соответ-

ствие некоторое геометрическое пространство, то вероятность 

события A: 

( )
( )

( )

mes A
P A

mes S
 .          (3) 

где S пространство событий, ( )mes A  – мера события A , 

( )mes S  – мера всего пространства событий, Под мерой понима-

ется: в одномерном пространстве – длина; в двумерном про-

странстве – площадь; в трехмерном пространстве – объем. 

 Пример 1.3.1. В круг радиуса R  вписан правильный тре-

угольник. Найти вероятность того, что точка, брошенная в круг, 

попадет в этот треугольник. 

 
2

2

( ) ( 3) 3 3 3

( ) 4 4

mes A R
P A

mes S R 
   . 

 Пример 1.3.2. Два друга договорились о встрече между 

одиннадцатью и двенадцатью часами. Каждый приходит в слу-

чайный момент указанного промежутка и ждет появления друго-

го до истечения часа, но не более 15 минут. Какова вероятность 

их встречи? 

 Решение.  Обозначим: x время прихода 

одного из друзей, y другого; события: 

Aвстреча состоялась, S событие A A  

(пространство событий). Событию S  на ри-

сунке соответствует квадрат со стороной, рав-

ной 1, следовательно, ( )mes S  равна его пло-

щади, т.е. равна 1. Так как каждый ждет друго-

го не более 15 минут, 1/ 4x y  . Решением этого неравенства 

является область A . Площадь этой области есть мера события A , 

( ) 7/16mes A  . Тогда ( ) 7 /16P A  . 
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Задачи для самостоятельного решения по теме 1.3 

1. На перекрестке установлен автоматический светофор, в ко-

тором одну минуту горит зеленый свет и полминуты – 

красный. В случайный момент времени к перекрестку 

подъезжает автомобиль. Какова вероятность того, что он 

проедет перекресток без остановки? 

2. Какова вероятность, не целясь бесконечно малой пулей в 

прутья квадратной решетки, если толщина прутьев равна a , 

а расстояние между их осями равно l   l a ? 

3. В условиях задачи 2 найти вероятности событий B   встре-

ча состоялась после 11 часов 30 минут; C встреча состоя-

лась, когда до истечения часа оставалось меньше пяти ми-

нут. 

4. Внутри квадрата с вершинами       0,0 0,1 , 1,0 , 1,1 наудачу 

выбирается точка  ,M x y . Найти вероятность события 
2 2 2: , 0A x y a a   . 

5. Два парохода должны подойти к одному и тому же прича-

лу. Время прихода обоих пароходов независимо и любое 

значение равновозможно в течение данных суток. Какова 

вероятность того, что одному из пароходов придется ждать 

освобождения причала, если время стоянки пароходов 1 

час?  
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ТЕМА 1.4. АЛГЕБРА СОБЫТИЙ 

Основные понятия: 

 сумма или объединение событий 

 произведение или пересечение событий 

 несовместимые события 

 противоположные или дополнительные события 

 независимые события 

Литература: [1]  гл. 2, §1; гл. 3, §1. 

 

 Часто бывает удобно представить интересующее нас собы-

тие, как комбинацию (произведение или сумму) двух или боль-

шего числа событий. Это позволяет, используя знание вероятно-

стей одних событий, определить вероятности других событий.  

Пример 1.4.1. Три стрелка производят по одному выстрелу 

в цель. Обозначим события iA попадание i-го стрелка. Запишем 

через iA  события: Aвсе три попадания, B все три промаха, 

C хотя бы одно попадание, D хотя бы один промах, M не 

менее двух попаданий, F не более одного попадания, G попа-

дание не раньше третьего выстрела, H ровно одно попадание, 

K ровно два попадания. 

Решение.  1 2 3A A A A ,  1 2 3B A A A ,  1 2 3C A A A   ,   

1 2 3D A A A   ,  1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3M A A A A A A A A A A A A    , 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3F A A A A A A A A A A A A    ,  1 2 3G A A A ,  

 1 2 3 1 2 3 1 2 3H A A A A A A A A A   ,  1 2 3 1 2 3 1 2 3K A A A A A A A A A   . 

 Пример 1.4.2. На рисунке изображены электрические схе-

мы. Выключатели изображены кружками, в которых указан но-

мер выключателя. Запишем через события kA «выключатель 

под номером k  включен» для каждой схемы события: A«ток 

идет», A«ток не идет».  
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Рис. 1 

 

 Решение.  

Схема 1: 1 2 3A A A A ,  1 2 3A A A A   . 

Схема 2: 1 2 3A A A A   ,  1 2 3A A A A . 

Схема 3:  1 2 3A A A A  ,   1 2 3A A A A  . 

Схема 4:  1 2 3A A A A  ,  1 1 2 3A A A A A  . 

Здесь мы учли, что при последовательном включении эле-

ментов схемы ток идет только при условии, что все они включе-

ны, а при параллельном их соединении достаточно, чтобы был 

включен хотя бы один элемент. 

Сумму, произведение событий и противоположное событие 

хорошо демонстрируют диаграммы Вена. Диаграмма Эйлера-

Вена – это рисунок, содержащий все множество возможных ис-

ходов в виде прямоугольника, с размещенными в нем событиями 

в виде кругов, овалов или других фигур. Каждая точка внутри 

прямоугольника представляет собой возможный исход. Каждое 

выполнение случайного эксперимента приводит к случайному 

выбору одной из точек. Если эта точка попадает в обозначающий 

событие круг, то это событие произошло. 
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Рис. 2. Диаграммы Эйлера-Вена 

  

Задачи для самостоятельного решения по теме 1.4 

1. Бросили медную и серебряную монеты. Обозначим собы-

тия: Aгерб выпал на медной монете; B цифра выпала на 

медной монете; C герб выпал на серебряной монете; D   

цифра выпал на серебряной монете; M выпал хотя бы 

один герб; F выпала хотя бы одна цифра; G выпал один 

герб и одна цифра; H не выпало ни одного герба; K вы-

пало два герба. Каким событиям из этого списка равны со-

бытия: A C , AC , MF , G M , GM , BD , M K ? 

2. Прибор состоит из двух блоков. Первый блок состоит из 

двух однотипных деталей и работает при исправности хотя 

бы одной из них. Второй блок состоит из трех однотипных 

деталей и работает при исправности хотя бы двух из них. 

Выразите через события iA исправна i я деталь первого 

блока, 1,2i   и jB исправна j я деталь второго блока, 

1,2,3j  , следующие события: Aработает первый блок; 

B работает второй блок; C первый блок не работает, 

D второй блок не работает; F прибор работает; H при-

бор не работает. 

3. Пусть , ,A B C три события, наблюдаемые в данном экспе-

рименте. Выразить через них следующие события: E из 

трех событий , ,A B C  произойдет ровно одно; F   хотя бы 

одно; G хотя бы два. 
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4. На рисунке изображена электрическая схема. Выключатели 

изображены кружками, в которых указан номер выключа-

теля. Запишем через события 
kA «выключатель под номе-

ром k  включен», 1,2,3,4,5k   события: A«ток идет», 

A«ток не идет».  

 
5. Какова вероятность отказа приборов, блок-схемы которых 

изображены на рисунке? 
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ТЕМА 1.5. ВЕРОЯТНОСТЬ СУММЫ И ПРОИЗВЕДЕНИЯ 

Основные понятия и формулы: 

 условная вероятность 

 вероятность произведения двух и более событий 

 вероятность произведения независимых событий 

 вероятность суммы двух и более событий 

 вероятность суммы несовместимых событий 

 вероятность наступления хотя бы одного события 

Литература: [1]  гл. 2, §1, 2, 3; гл. 3. 

 

Условная вероятность события A  при условии наступления 

события B  

 
( )

/
( )

P AB
P A B

P B
 .                                                                   (4) 

Вероятность произведения двух событий: 

( ) ( ) ( / )P AB P A P B A                                                     (5) 

И то же самое для независимых событий: 

( ) ( ) ( )P AB P A P B                                                          (6) 

Формулы 5 и 6 используются для вычисления вероятности 

совместного появления событий A и B . Их можно обобщить на 

случай трех и более событий. Например, вероятность совместно-

го наступления трех событий равна 

( ) ( ) ( / ) ( / )P ABC P A P B A P C AB   .       

Вероятность суммы двух событий A  и B  

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB    .                                   (7) 

Для несовместимых событий A  и B   

( ) ( ) ( )P A B P A P B   .                                                  (8) 

Для противоположного события  

   1P A P A                                                                 (9) 

Вероятность наступления хотя бы одного события: 

( ) 1 ( )P A B C P A B C                                              (10) 

 Пример 1.5.1. Подбрасывается игральная кость. События: 

Aчисло очков есть простое число, B число очков четно. Вы-

числить условную вероятность ( / )P A B . 
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 Решение. Воспользуемся формулой (4). Вероятность сов-

местного наступления событий A  и B  ( ) 1/6P AB  , так как толь-

ко на одной грани из шести число очков одновременно четно и 

является простым числом, ( ) 3/6 1/ 2P B   . Тогда 

 
( ) 1/ 6 1

/
( ) 1/ 2 3

P AB
P A B

P B
   . 

 Пример 1.5.2. Вернемся к примеру 1.4.1 со стрельбой по 

цели тремя стрелками. Пусть вероятность попадания для первого 

стрелка равна 
1 0.9p  ,  для второго  

2 0.8p  , и для третьего 

3 0.7p  . Тогда вероятности промахов для стрелков равны соот-

ветственно 1 11 0.1q p   , 2 21 0.2q p   , 
3 31 0.3q p   . 

Определим вероятности событий , , , , , ,A B C D G H K . 

 Решение.  1 2 3 1 2 3( ) 0.9 0.8 0.7 0.504P A P A A A p p p      . 

 1 2 3 1 2 3( ) 0.1 0.2 0.3 0.006P B P A A A q q q      . Здесь мы вос-

пользовались формулой умножения вероятностей для трех неза-

висимых событий. Очевидно, что вероятность попадания каждого 

из стрелков не зависит от того, насколько точно стреляют 

остальные. 

Для вычисления вероятности события 1 2 3C A A A     

(попадание хотя бы одного стрелка) можно воспользоваться фор-

мулой 7. Для трех совместимых событий она достаточно гро-

моздка, и гораздо удобнее воспользоваться формулой для веро-

ятности противоположного события. Учтем, что событие C  сов-

падает с B .  

Тогда      1 2 3( ) 1 1 1 0.006 0.994P C P C P A A A       . 

Аналогично, для события D , учитывая, что D A , получим  

   1 2 3( ) 1 1 1 0.504 0.496P D P D P A A A       . 

 1 2 3 1 2 3( ) 0.1 0.2 0.7 0.014P G P A A A q q p      . 

Вероятность ровно одного попадания H  вычислим, используя 

формулу сложения вероятностей для несовместимых событий 

1 2 3A A A , 1 2 3A A A , 1 2 3A A A , учитывая, что каждое из них есть  про-

изведение трех независимых событий. 
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 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( )P H P A A A A A A A A A p q q q p q q q p      

0.9 0.2 0.3 0.1 0.8 0.3 0.1 0.2 0.7 0.072          . 

Аналогично, для вероятности ровно двух попаданий K  получим 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( )P K P A A A A A A A A A p p q p q p q p p      

0.9 0.8 0.3 0.9 0.2 0.7 0.9 0.8 0.3 0.561          .  

Предлагаем вам, используя формулы сложения и умножения 

вероятностей, самостоятельно найти вероятности событий M , F . 

 Пример 1.5.3. Пусть каждый из элементов схем 1, 2, 3, 4 

примера 1.4.2 включен с вероятностью 0.7, и все элементы рабо-

тают независимо друг от друга. Найти вероятности событий A и 

A для каждой схемы.  

 Решение. 1-я схема:   3

1 2 3( ) 0.7 0.343P A P A A A   ,  

    2 3

1 2 3 3 0.3 3 0.3 0.3 0.657P A P A A A         , или 

  1 ( ) 1 0.343 0.657P A P A     . 

2-я схема:      3

1 2 3 0.3 0.027P A P A A A   ,  

            1 1 0.027 0.973P A P A     . 

3-я схема:      2 3

1 2 3 0.7 0.7 0.7 0.847P A P A A A      , 

              2

1 2 3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.153P A P A A A       . 

4-я схема:     2

1 1 2 3 0.3 0.7 0.3 0.237P A P A A A A      , 

              2

1 2 3 0.7 0.7 0.7 0.7 0.245P A P A A A      . 

Пример 1.5.4. Из урны, содержащей 3 белых и 2 черных 

шара,  наудачу извлекаются два шара. Найти вероятности собы-

тий: Aоба шара белые;  B первый шар черный, второй белый; 

C один шар белый, другой черный, D хотя бы один шар бе-

лый. 

Решение. Обозначим события: 1A первый извлеченный 

шар белый, 2A второй белый. Запишем через  1 2,A A  события 

, , ,A B C D : 1 2A A A , 1 2B A A , 1 2 1 2C A A A A  ,  1 2D A A  . 

1. Рассмотрим сначала случай, когда после извлечения шар 

в урну не возвращается (выборка без возвращения).  

       1 2 1 2 1/ 3 5 2 4 6 20 0.3P A P A A P A P A A      , 
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       1 2 1 2 1/ 2 5 3 4 6 20 0.3P B P A A P A P A A      . 

При вычислении вероятностей событий A  и B  мы воспользова-

лись формулой произведения вероятностей (5). События 
1 2,A A  и 

1 2,A A  не являются независимыми, так как вероятность извлече-

ния белого шара при втором испытании (события 
2A ) зависит от 

того, какой шар был извлечен при первом испытании.  

 Событие C  есть сумма двух несовместимых событий, каж-

дое из которых есть произведение зависимых событий. 

           1 2 1 2 1 2 1 1 2 1/ /P C P A A A A P A P A A P A P A A    

3 5 2 4 2 5 3 4 12 20 0.6      . 

         1 2 1 2 1 2 3 5 3 5 3 10 9 10P D P A A P A P A P A A        

 Для вычисления вероятности события D  мы воспользова-

лись формулой (15) для суммы совместимых событий, но тот же 

результат можно получить, используя формулу для вероятности 

противоположного события D . D в двух последовательных ис-

пытаниях не извлечено ни одного белого шара.  

     1 21 1 1 2 5 1 4 9 10 0.9P D P D P A A         , 

2. После извлечения шар возвращается в урну (выборка с 

возвращением). В этом случае события 1 2A A , 1 2A A  и 1 2A A  неза-

висимы, и мы воспользуемся формулой произведения вероятно-

стей для независимых событий. 

       1 2 1 2 3 5 2 5 6 25 0.24P A P A A P A P A       

       1 2 1 2 2 5 3 5 6 25 0.24P B P A A P A P A       

           1 2 1 2 1 2 1 2P C P A A A A P A P A P A P A      

3 5 2 5 2 5 3 5 12 25 0.48      . 

         1 2 1 2 1 2P D P A A P A P A P A A       

3 5 3 5 6 25 24 25 0.96     . 

 В части решения 2. для вычисления вероятностей событий 

A C  в случае выборки без возвращения мы воспользовались 

формулой классической вероятности, так как все исходы этого 

эксперимента равновероятны. 
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Задачи для самостоятельного решения 1.5 

1. Стрелок попадает в десятку с вероятностью 0.05, в девятку с 

вероятностью 0.2, а в восьмерку с вероятностью 0.6. Сделан 

один выстрел. Какова вероятность следующих событий: А  

выбито не менее восьми очков; B  выбито более восьми 

очков. 

2. Три поздравительные открытки распложены по конвертам с 

адресами случайным образом. Найти вероятности событий: 

A  ни одна открытка не попала в свой конверт, B  хотя бы 

одна открытка попала в свой конверт, C  ровно одна от-

крытка попала в свой конверт,  

3. Монета бросается либо до выпадения герба, либо до четы-

рехкратного выпадения цифры. При условии, что результа-

том первого бросания была цифра, найти вероятность того, 

что монета была подброшена 4 раза. 

4. Три орудия независимо друг от друга стреляют по цели. Ка-

кова вероятность того, что цель будет поражена, если веро-

ятности попадания орудий равны соответственно 0.7, 0.8, 

0.9? 

5. В мастерской работает три станка. За смену первый станок 

может потребовать наладки с вероятностью 0.15. Для второ-

го станка эта вероятность равна 0.1, а для третьего 0.12. 

Найдите вероятность того, что за смену хотя бы один станок 

потребует наладки. 

6. Имеется две урны. В первой 3 белых и два черных шара, во 

второй 4 белых и два черных. Из каждой урны случайным 

образом извлекается по шару. Какова вероятность того, что 

они одного цвета? 

7. Из урны, содержащей 3 белых и 2 черных шара, последова-

тельно извлекаются шары. Найти вероятности того, что чер-

ный шар впервые появится при первом, втором, третьем, 

четвертом испытаниях. 
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ТЕМА 1.6. ФОРМУЛА ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ. 
ФОРМУЛА БАЙЕСА 

Основные понятия и формулы: 

 полная группа событий и события-гипотезы 

 формула полной вероятности 

 априорные (доопытные) и апостериорные (послеопытные) 

вероятности гипотез 

 формула Байеса 

Литература: [1]  гл. 4, §1, 2, 3. 

 

Вероятность события A , которое может наступить при 

условии реализации одного из событий 
1 2, , ... , nH H H , определя-

ется формулой полной вероятности 

   1 1( ) ( ) ( / ) ... /n nP A P H P A H P H P A H   .      (10) 

при этом события  
1 2, , ... , nH H H  образуют полную группу.  

Условные вероятность событий 
1 2, , ... , nH H H  при условии 

наступления события A  определяется формулой Байеса 

( ) ( / )
( / )

( ) ( / )

i i
i

i ii

P H P A H
P H A

P H P A H



,     1,2, ... ,i n .      (11) 

Пример 1.6.1. Магазин закупает оптом половину всех ком-

пьютеров у фирмы L , треть – у фирмы M  и остальные – у фирмы 

N . У фирмы L  1% компьютеров с браком, у фирмы M  брак со-

ставляет 5%, у фирмы N  – 2%. Какова вероятность того, что 

наудачу выбранный в магазине компьютер оказался бракован-

ным? 

Решение. Обозначим события: Aслучайно выбранный 

компьютер оказался бракованным. 

1H   компьютер получен от фирмы L , 1( ) 1 2,P H   вероятность 

брака компьютера, проданного фирмой L : 1( / ) 0.01P A H  . 

2H   компьютер получен от фирмы M , 2( ) 1 3,P H   вероятность 

брака компьютера, проданного фирмой  M : 2( / ) 0.05P A H  . 

3H   от фирмы N , 3( ) 1 (1 3 1 2) 1 6,P H      вероятность брака 

компьютера, проданного фирмой N : 3( / ) 0.02P A H  . 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )P A P H P A H P H P A H P H P A H     
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1 1 1
0.01 0.05 0.02 0.03

2 3 6
    . 

 В приведенном примере вопрос может быть поставлен ина-

че. Случайно выбранный компьютер оказался бракованным. Ка-

кова вероятность того, что он получен от фирмы L?  

По формуле Байеса 1 1
1

( ) ( / ) 0.005 1
( / )

( ) 0.03 6

P H P A H
P H A

P A
   . 

 Формула Байеса позволяет уточнять вероятность интересу-

ющего нас суждения (гипотезы) по некоторой дополнительной 

информации о появлении или не появлении события, как-то свя-

занного с упомянутым суждением. Такое уточнение позволяет 

находить более удачное решение. Продемонстрируем это на при-

мере. 

 Пример 1.6.2. Урна содержит четыре шара, относительно 

которых известно, что все они белые или два белых и два черных. 

Из урны случайным образом вынимается шар и обнаруживается, 

что он белый. Какова вероятность того, что все шары в урне бе-

лые?  

 Решение. Возможны две альтернативные гипотезы: 1H   все 

шары в урне белые, 
2H   в урне два белых и два черных шара. 

Событие A  вынутый шар белый. 

Поскольку нам ничего неизвестно о содержании урн, при-

мем начальные шансы обеих гипотез равными: 

1 2( ) ( ) 1 2P H P H  . Эти вероятности назовем доопытными или 

априорными вероятностями гипотез 
1H  и 2H . Вероятность из-

влечь белый шар из урны, где все шары белые, 1( / ) 1P A H   (до-

стоверное событие), вероятность извлечь белый шар из урны, где 

два белых и два черных шара, 2( / ) 1 2P A H  . Тогда по формуле 

полной вероятности 

1 1 2 2

1 1 1 3
( ) ( ) ( / ) ( ) ( / ) 1

2 2 2 4
P A P H P A H P H P A H       .  

Условные вероятности гипотез 1H  и 2H  вычислим по фор-

муле Байеса 1 2

1 1 2 2 1 4 1
( / ) , ( / )

3 4 3 3 4 3
P H A P H A


    . 
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Вероятности  1( / )P H A  и 2( / )P H A  назовем послеопытны-

ми или апостериорными вероятностями гипотез 1H  и 2H . Таким 

образом, по имеющейся информации о наступлении события A 

мы уточнили вероятности гипотез 
1H  и 

2H . 

 Возвращаем шар в урну и повторяем эксперимент, принимая 

в качестве доопытных вероятностей гипотез  
1H  и 

2H   вероятно-

сти, равные 2 3  и 1 3 . Если вновь вынутый шар окажется черным 

(событие A), то принимается гипотеза 
2H . Но, если шар окажет-

ся белым, то вычисляем новые апостериорные вероятности гипо-

тез 1H  и 2H  с их априорными вероятностями 2 3  и 1 3 . Получим: 

1 2( / ) 4 5, ( / ) 1 5P H A P H A  . Ясно, что если мы повторим этот 

процесс и вновь получим белый шар, вероятность гипотезы 
1H   

увеличится, гипотезы  2H  еще более уменьшится. 

Задачи для самостоятельного решения по теме 1.6  

1. В лотерее 20 билетов, из них 4 выигрышных. Взят один би-

лет, содержание которого неизвестно. Какова вероятность 

того, что второй взятый билет выигрышный? 

2. Детали на сборку попадают из трех автоматов. Известно, 

что первый автомат дает 0.3% брака, второй  0.2% и третий 

– 0.4%. Найдите вероятность попадания на сборку брако-

ванной детали, если из первого автомата поступило 100 де-

талей, из второго  2000 и из третьего – 2500. 

3. Из 18 стрелков 5 попадают в мишень с вероятностью 0.8, 7 – 

с вероятностью 0.7 и 2 – с вероятностью 0.5. Наудачу вы-

бранный стрелок произвел выстрел и в цель не попал. К ка-

кой из групп вероятнее всего принадлежит стрелок? 

4. Страховая компания установила, что в среднем один век-

сель из 1000 не подлежит оплате, причем этот вексель обя-

зательно бывает просрочен. Также установлено, что один 

вексель из ста, подлежащих оплате, просрочен. Компания 

получила просроченный вексель. Какова вероятность того, 

что он не подлежит оплате? 



 28 

ТЕМА 1.7. ПОВТОРНЫЕ ИСПЫТАНИЯ. 
ФОРМУЛА БЕРНУЛЛИ 

Основные понятия: 

 независимые испытания и альтернативные исходы 

 схема и формула Бернулли 

 приближение Пуассона (формула Пуассона) 

 нормальное приближение (формулы Муавра-Лапласа) 

Литература: [1]  гл. 5, §1, 2, 3. 

 

Схема Бернулли. Рассмотрим случайный эксперимент, со-

стоявший из последовательности n  независимых испытаний, в 

каждом из которых возможно два альтернативных исхода, кото-

рые мы назовем условно «успех» и «неуспех». При этом вероят-

ность «успеха» в каждом  испытании остается постоянной, рав-

ной p ; вероятность «неуспеха» равна 1q p  . Тогда вероят-

ность того, что в n  испытаниях «успех» наступит ровно k  раз, 

равна 

( ) k k n k

n nP k C p q  .    (12)  

 Пример 1.7.1. Производится три выстрела по мишени. Ве-

роятность попадания при каждом выстреле равна 0.7. Найти ве-

роятности событий: B   ни одного попадания, H одного, 

K двух, Aтрех попаданий, C хотя бы одного попадания. 

Решение. 0.7, 0.3, 3p q n   , 0,1,2,3k   
3

3 3( ) (0.7) (0.3)k k kP k C  . 
0 0 3 3

3 3( ) (0) (0.7) (0.3) (0.3) 0.027P B P C    . 
1 1 2

3 3( ) (1) (0.7) (0.3) 0.189P H P C   . 
2 2 1

3 3( ) (2) (0.7) (0.3) 0.441P K P C   . 
3 3 0 3

3 3( ) (3) (0.7) (0.3) (0.7) 0.343P A P C    . 

  3 3 3( 1) (1) (2) (3) 0.973P C P k P P P      . 

Вероятность события C  можно найти также по формуле для ве-

роятности противоположного события, учитывая, что C B , 

( ) 1 ( ) 0.973P C P B   . События  , , ,B H K A образуют полную 

группу событий, и сумма их вероятностей равна 1. 
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 Заметим, что в примере 5.2 мы получим такие же значения 

вероятностей соответствующих событий, если вероятности попа-

дания для всех трех стрелков будут одинаковы и равны 0.7. 

 Важно помнить условия, при которых получена формула 

Бернулли: 1) число испытаний ограничено: 2) испытания и ре-

зультаты испытаний независимы: 3) вероятность успеха во всех 

испытаниях постоянна. Если хотя бы одно из этих условий не 

выполняется, формула Бернулли не применима. В частности, в 

примере 5.2 не выполнялось третье условие: вероятности попада-

ний для трех стрелков различны.  

 Пример 1.7.2. В урне три белых и два черных шара. Из ур-

ны производится выборка трех шаров так, что перед выбором 

следующего предыдущий шар возвращается в урну. Какова веро-

ятность того, что в выборке  0, 1, 2, 3 белых шаров? 

 Решение:   3/5, 2/5, 3p q n   ,   0,1,2,3k  . 

 3

3 3( ) (3/5) (2/5)k k kP k C  , 
0 0 3 3

3 3(0) (3/5) (2/5) (2/5) 8 125P C   , 
1 1 2

3 3(1) (3/5) (2/5) 36 125P C  , 
2 2 1

3 3(2) (3/5) (2/5) 54 125P C  , 
3 3 0 3

3 3(3) (3/5) (2/5) (3/5) 27 125P C   . 

 Рассмотрим схему Бернулли при условии, что проводится 

большое число испытаний (n ) при очень малой вероятности 

появления «успеха» в каждом испытании ( 0p  ), так, что 

np  . Тогда для любого 0k   вероятность получить k   успе-

хов в n  испытаниях стремится к величине  
!

k

e
k

  ,   

( )
( )

!

k

P k e
k

  .                                       (13) 

 Формула Пуассона (12) является приближением формулы 

Бернулли при большом числе испытаний с маленькой вероятно-

стью одного из исходов.  

Пример 1.7.3. В партии из 200 изделий каждое изделие 

независимо от другого может быть браковано с вероятностью 

0.01. Оценить вероятность того, что число бракованных изделий 

в партии равно 3. 
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 Решение. Условия задачи удовлетворят условиям схемы 

Бернулли. По формуле Бернулли  

   
3 1973

200 200(3) 0.01 0.99 0.181P C  . 

По формуле Пуассона  
3

22
( 3) 0.180

3!
P k e   . 

 Другим приближением формулы Бернулли является форму-

ла Лапласа (нормальное приближение), если число испытаний в 

схеме Бернулли велико и при этом вероятности обоих исходов p  

и q  имеют одинаковый порядок (npq велико)  

1
( ) ( )nP k x

npq
 ,                                         (14) 

где 
2 21

( )
2

xx e


  – функция Гаусса,    
k np

x
npq


 . 

 Вероятность того, что в n  испытаниях число «успехов» k  

заключено между 1k  и 2k  определяется формулой: 

1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )n nP k k k P x x x Ф x Ф x       ,               (15) 

где  
2 2

0

1
( )

2

х

tФ x e dt


  ,   1 2
1 2,

k np k np
x x

npq npq

 
  .  

 Функции ( )x  и ( )Ф x  табулированы, т.е. вычислены при 

многих положительных значениях x  (см. в разделе Таблицы в 

конце пособия). Функция ( )x  четна, следовательно, для отрица-

тельных значений аргумента ( ) ( )x x   , функция ( )Ф x  нечет-

на: ( ) ( )Ф x Ф x   . В некоторых таблицах приводятся значения 

функции 
2 2

0;1

1
( ) ( )

2

х

tФ x Ф х e dt






   , тогда ( ) 1 ( )Ф x Ф x   . 

Пример 1.7.4. В партии из 22500 изделий каждое изделие 

может быть браковано с вероятностью 0.2. Найти вероятности 

событий: 1) число бракованных изделий в партии ровно 4590; 

2) число бракованных изделий в партии заключено между 4380 и 

4560. 

 Решение. Число 22500n   велико, поэтому можно восполь-

зоваться нормальным приближением. 
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 1) 
4590 22500 0.2

1.5
60

k np
x

npq

  
    

1 1
( 4590) (1.5) 0.12952 0.0022

60
P k

npq
     

2) 1 2
1 2

4560 22500 0.2
1, 2

60

k np k np
x x

npq npq

   
      

(4380 4560) ( 2 1) (1) ( 2)P k P x Ф Ф           

(1) (2) 0.3413 0.4772 0.8135Ф Ф     . 

 

Задачи для самостоятельного решения по теме 1.7 

1. Подбрасывается три игральных кости. Какова вероятность 

того, что  «единица» выпадет: а) ровно два раза? б) хотя бы 

один раз? 

2. Экзамен состоит из шести вопросов, на каждый из которых 

дано три ответа, среди которых один правильный. Какова 

вероятность того, что путем простого угадывания удастся 

правильно ответить на 4 вопроса? 

3. Вероятность того, что изделие не выдержит испытание, рав-

но 0.001. Какова вероятность того, что в партии из 1000 из-

делий ровно 4 не выдержит испытание? 

4. Издательство выпускает 30% книг в мягком переплете. Ка-

кова вероятность того, что из 210 книг, поступивших в мага-

зин, 80 книг в мягком переплете? 

5. Вероятность попадания в мишень при одном выстреле для 

стрелка равна 0.7. Какова вероятность того, что при 40 вы-

стрелах он попадет от 20 до 28 раз? 

6. Из 60 вопросов, входящих в билеты (билет содержит 2 во-

проса) студент подготовил 30. Какова вероятность того, что 

билет, взятый студентом, содержит два подготовленных им 

вопроса? 

7. В партии 5% бракованных изделий. Какова вероятность то-

го, что из 5, взятых на проверку изделий менее 2 бракован-

ных? 

8. Вероятность того, что изделие не пройдет контроль, равна 

0.02. Какова вероятность того, что из 400 случайно отобран-

ных изделий более двух не пройдут контроль? 
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ ПО ТЕМАМ 1.1–1.2 

1. Вероятность события не может быть меньше  ###. 

2. Стандартная колода карт содержит 52 карты, по 13 карт каждой масти. 

Берется 1 карта наудачу. Вероятность того, что взятая карта окажется чер-

вовой масти, равна  ###. 

3. Колода карт содержит 52 карты, по 13 карт каждой масти. Берется 1 кар-

та наудачу. Вероятность того, что эта карта окажется картой черви или пи-

ки равна  ###. 

4. Колода карт содержит 52 карты, по 13 карт каждой масти. Берется 1 кар-

та наудачу. Вероятность того, что эта карта  король равна  ###. 

5. Колода карт содержит 52 карты, по 13 карт каждой масти. Берется 1 кар-

та наудачу. Вероятность того, что эта карта  король червей равна  ###. 

6. Каждый опыт завершается одним и только одним  ###. 

7. Возможность наступления чего-либо в результате опыта (испытания) 

называют  ###. 

8. Вероятность – это число, которое находится в  пределах  

от  ###  и до  ###. 

9. Если испытание завершается наступлением исхода определенного рода, 

то говорят что наступило  ###. 

10. Численная мера объективной возможности  наступления события назы-

вается  ###. 

11. Вероятность события не может быть больше  ###. 

12. Деятельность, направленная на получение или проверку определенного 

результата называется  ###. 

13. В корзине имеется 100 яиц, из них 5 некачественных. Наудачу выни-

мают одно яйцо. Вероятность того, что это яйцо некачественное равна  

###. 

14. Комбинаторный тип, к которому относится случайное расположение 

книг на полке в определенном порядке, называется  ###. 

15. Комбинаторный тип, к которому относится набор трех карандашей 

разных цветов, взятый из пяти имеющихся разных по цвету, называется  

###. 

16. Комбинаторный тип, к которому относится составленное наудачу рас-

писание из трех пар, выбранных из десяти различных предметов, называ-

ется  ###. 

17. События А и В не могущие произойти в одно и тоже время  

(в результате одного и того же испытания), называются  ###. 

18. Если появление события А влечет за собой изменение вероятности 

наступления события В, или наоборот, появление события В влечет за со-
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бой изменение вероятности наступления события  А, то они называются  

###. 

19. Если вероятность наступления события А  равна 0.3,  то вероятность 

наступления противоположного события A   равна   ###. 

20. Вероятность появления события А, определяемая при условии, что со-

бытие В уже наступило, называется  ###. 

21. Отношение числа благоприятных исходов событию к числу всех рав-

новозможных исходов эксперимента определяется как   ###  вероятность 

события. 

 

Ответы к тестовым заданиям по темам 1.1–1.2 

1. 0; 2. 13/52, ¼; 3. 26/52, 1/2; 4. 1/13, 4/52; 5. 1/52; 6. исходом; 7. событием;  

8. 0% и 100%, 0 и 1; 9. событие; 10. вероятностью; 11. единицы; 12. экспериментом, ис-

пытанием, опытом, наблюдением; 13. 0,05, 5/100, 1/20; 14. перестановка (книг);  

15. сочетание (цветов-красок); 16. размещение (предметов); 17. несовместными; 

18. зависимыми; 19. 0,7; 20. условная вероятность; 21. классическая. 
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ ПО ТЕМАМ 1.3–1.6 

1. Пусть событие А  точка попадает в квадрат, В  точка попадает в круг, 

С  точка попадает в треугольник. Заштрихованная область соответствует 

событию  ###. 

                        
 

 

2. Пусть событие А  точка попадает в квадрат, В  точка попадает в круг, 

С   точка попадает в треугольник. Заштрихованная область соответствует 

событию  ###. 

                        
 

 

3. Пусть событие А  точка попадает в квадрат, В  точка попадает в круг, 

С  точка попадает в треугольник. Заштрихованная область соответствует 

событию  ###. 
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4. Пусть событие А  точка попадает в квадрат, В  точка попадает в круг, 

С  точка попадает в треугольник. Заштрихованная область соответствует 

событию  ###. 

                         
 

 

5. Пусть А, В, С  события, наблюдаемые в эксперименте. Тогда, событие 

Е – «из трех событий произойдет ровно одно событие» задается выражени-

ем  ###. 

6. Пусть А, В, С  события, наблюдаемые в эксперименте. Тогда, событие 

Е – «из трех событий произойдет ровно два события» задается выражением  

###. 

7. Пусть А, B, С  события, наблюдаемые в данном эксперименте. Тогда, 

событие Е – «из трех событий произойдет не меньше двух событий» зада-

ется выражением  ###. 

8. Пусть А, В, С  события, наблюдаемые в данном эксперименте. Тогда, 

событие Е – «из трех событий произойдет хотя бы одно событие» задается 

выражением  ###. 

9. События А и В несовместны. Р(А) = 0.2, Р(В) = 0.3. Тогда вероятность  

Р(А+В) = ###. 

10. События А и В независимы: Р(А) = 0.3, Р(В) = 0.4. Тогда вероятность  

Р(АВ) =  ###. 

11. События А и В совместные и независимые. Р(А) = 0.2, Р(В) = 0.3. Тогда 

вероятность  Р(А+В) =  ###. 

12. События А и В совместные. Р(А) = 0.2, Р(В) = 0.3, Р(АВ) = 0.05. Тогда 

вероятность  Р(А+В) =  ###. 

13. События А и В зависимые. Р(В) = 0.3, Р(А/В) = 0.2. Тогда вероятность  

Р(АВ) =  ###. 

14. Данная формула 
( ) ( / )

( / )
( )

i i
i

P B P A B
P B À

P A
    называется формулой  ###. 

15. Данная формула  

1

( ) ( ) ( / )
n

i i
i

Ð À P B P A B



    называется формулой  ###. 
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16. В урне 3 белых и 2 красных шара. Наудачу из урны вынули 2 шара. 

Расположить следующие события в порядке возрастания их вероятностей: 

а) оба шара – красные; б) один из вынутых шаров – синий; в) вынутые ша-

ры разного цвета; г) среди вынутых шаров нет черного шара; д) оба шара – 

белые. 

17. События А и В несовместные, а вероятности их появления равны 0,30 и 

0,40 соответственно. Тогда, значение вероятности появления события АВ  

равняется  ### 

18. Вероятность появления события А равна 0.30, вероятность появления В 

равна 0.40; события А и В несовместные. 

 Вероятность появления события  (А+В) равна  ###... 

 

 

Ответы к тестовым заданиям по темам 1.3–1.6  

1. ВС; 2. АС; 3. АС+ВС; 4. АВС; 5. ÀÂÑ ÀÂÑ ÀÂÑ  ; 6. ÀÂÑ ÀÂÑ ÀÂÑ  ;  

7. ÀÂÑ ÀÂÑ ÀÂÑ ÀÂÑ   ; 8. ÀÂÑ ÀÂÑ ÀÂÑ ÀÂÑ ÀÂÑ ÀÂÑ ÀÂÑ      , 

À Â Ñ  ; 9. 0.5; 10. 0.12; 11. 0.44; 12. 0.45; 13. 0.06; 14. Байеса; 15. полной вероятно-

сти; 16. б), а), д), в), г); 17. 0; 18. 0.70. 
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ ПО ТЕМЕ 1.7 

1.  Если число опытов в серии повторных независимых испытаний невели-

ко, то для вычисления вероятности k «успехов» используется формула  ### 

2. Испытание происходит 7 раз. Вероятность того, что оно ровно 2 раза за-

вершиться успешно, Вы будете вычислять, используя формулу  ###. 

3. Вероятность появления события в одном испытании  0,001. Испытание 

происходит 7000 раз. Вероятность того, что событие произойдет не более 

двух раз, Вы будете вычислять, используя формулу  ###. 

4.  Число повторных независимых испытаний n=100. Вероятность появле-

ния события в одном испытании равна   0,6. Вероятность наступления ров-

но 50 успехов вычисляется по формуле  ###.  

5.  Число повторных независимых испытаний  n=100. Вероятность появле-

ния события в одном испытании равна   0.4. Тогда вероятность того, что 

событие наступит от 30 до 50 раз, вычисляется по формуле  ###. 

6. В корзине с розами красные розы составляют 75% от общего количе-

ства. Для букета взяли 3 розы.  Расположить события в порядке убывания 

их вероятностей: а) в букете нет красных роз; б) букет состоит из роз; в) в 

букете только 1 красная роза; г) букет состоит только из красных роз; д) в 

букете нет роз. 

7. В лотерее на каждые 100 билетов 10 выигрышных. Вы покупаете 2 биле-

та. Расположить события в порядке возрастания их вероятностей: а) хотя 

бы один Ваш билет выиграл; б) все три билета выиграли; в) среди Ваших 

билетов нет выигрышных; г) оба Ваших  билета выиграли; д) выиграл 

только один Ваш билет. 

8. Число повторных независимых испытаний  n = 100. Вероятность появ-

ления события в одном испытании равна 0,8.  

Вероятность наступления ровно 50 успехов (c точностью до сотых)  равна  

###. 

9. Число повторных независимых испытаний n = 100. Вероятность успеха в 

одном испытании равна 0,5. Определите вероятность (до 4-го знака после 

запятой) того, что событие появится от 25 до 50 раз.  

10. Число повторных независимых испытаний n = 100. Вероятность появ-

ления события в одном испытании равна 0,5. Вероятность наступления 

ровно 50 успехов (с точностью до второго знака после запятой) равна  ###. 

11. Параметры  n, p, k, q, n-k определяющие вероятность, определяемую по 

формуле Бернулли ( ) k k n k

n nP k C p q     означают соответственно  ###. 

12. Проводится серия из 10 независимых испытаний. По формуле 

10 10(9) (10)P P  находится вероятность событий  ###. 
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Ответы к тестовым заданиям по теме 1.7  

1. Бернулли; 2. Бернулли; 3. Пуассона; 4. Лапласа (локальная теорема Муавра-

Лапласа); 5. Лапласа (интегральная формула Муавра-Лапласа); 6. б), г), в), а), д); 

7. б), г), д), а), в); 8. 0.00; 9. 0.5000; 10. 0.08; 11. а) число независимых испытаний,  

б) вероятность «успеха» в одном испытании, в) число «успехов» в серии испыта-

ний, г) вероятность «неуспеха», д) число «неуспехов»; 12. «из 10 испытаний собы-

тие наступит более 8 раз», «из 10 испытаний событие наступит хотя бы 9 раз». 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ К ТЕМАМ 1.1–1.7 

1. Что такое случайный эксперимент? 

2. Что представляет собой исход случайного эксперимента? 

3. Что такое пространство событий (исходов)? 

4. Что такое случайное событие? 

5. Может ли в результате случайного эксперимента реализоваться бо-

лее одного исхода? 

6. Может ли в результате случайного эксперимента наступить более 

одного события? 

7. Что такое вероятность события? 

8. Что такое относительная частота события? 

9. Чем относительная частота отличается от вероятности события? О 

чем говорит закон больших чисел? 

10. Что представляет собой невозможное событие? 

11. Что такое достоверное событие? 

12. Что представляют собой противоположные события? 

13. Как связаны между собой вероятности противоположных событий? 

14. В чем заключается правило равной вероятности? 

15. Какие события описывает классическая формула вероятностей? 

16. Когда применяется геометрическая вероятность? 

17. Что такое несовместные события? 

18. Что такое пересечение или произведение событий? 

19. Что такое условная вероятность? 

20. Чему равна вероятность произведения двух событий? 

21. Какие события называются независимыми? 

22. Чему равна условная вероятность для двух независимых событий? 

23. Что такое объединение или сумма событий? 

24. Чему равна вероятность суммы двух событий? 

25. Чему равна вероятность суммы двух несовместимых событий? 

26. Что такое диаграмма Эйлера-Венна? 

27. Что такое полная группа событий? 

28. Какое событие описывает формула полной вероятности? 

29. Сформулируйте условия применения формулы Бернулли? 

30. Сформулируйте условия, при которых верна формула Пуассона. 

31. Сформулируйте условия, при которых верно нормальное прибли-

жение (формулы Лапласа). 
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ЧАСТЬ 2. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

Цель второй части пособия: помочь студентам в освоении 

курса теории вероятностей, а именно – понятия случайной вели-

чины. Оно способствует приобретению навыков при решении за-

дач, подготовке к тестированию и, как следствие, к более каче-

ственному усвоению предмета, проверяемого во время проведе-

ния контрольных работ, при защите ИДЗ и … на экзамене! 

Пособие содержит примеры решения типовых задач по трем 

основным темам раздела «Законы распределения случайных ве-

личин»: 

 Дискретные законы распределения. 

 Непрерывные законы распределения. 

 Закон больших чисел. Центральная предельная теорема. 
Тема «Совместное распределение двух случайных величин» 

будет рассмотрена в третьей части методического пособия. 

Пособие содержит также примеры тестовых заданий, задачи 

для самостоятельного решения и контрольные вопросы. Все ос-

новные формулы приводятся при решении примеров и имеют 

нумерацию. 

Основные понятия, которые нужно освоить при изучении 

этих тем:  

 случайная величина и ее закон распределения, 

 функция распределения и плотность распределения, 

 параметры распределения 

 числовые характеристики распределения 
o математическое ожидание, дисперсия, стандартное откло-

нение, 

o квантили распределения, мода и медиана. 
Данное методическое издание соответствует государственному 

образовательному стандарту дисциплины «Математика» для сту-

дентов технических и экономических специальностей техниче-

ских университетов. 
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ТЕМА 2.1. ДИСКРЕТНЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Основные понятия:  
 таблица распределения и функция распределения, 

 индикаторная (бернулевская) и биномиальная с.в.,  

  геометрическое и гипергеометрическое распределения, 

 формулы для определения числовых характеристик с.в. дис-
кретного типа, частные формулы для конкретных распре-

делений. 

Литература: [1] – гл. 6, 7, 8, 10; [2] – гл. 4,  [5] – гл. 2, п. 2.1; 

2.2; 2.3; 2.5; 2.7. 

Пример 2.1.1. Дана таблица распределения дискретной слу-

чайной величины (д.с.в.) Х.  

ix  -2 1 3 

 i ip P X x   0.2 0.5 0.3 

а) построить функцию распределения случайной величины Х;    

б) найти числовые характеристики распределения: математиче-

ское ожидание, моду и дисперсию. 

 Решение. а) По определению, функция распределения слу-

чайной величины Х в точке х есть вероятность попадания значе-

ний случайной величины в интервал ( , )x , т.е. 

 ( )XF x P X x  .                                                   (2.1.1) 

В нашем случае случайная величина принимает дискретные 

значения с заданными вероятностями. Вероятности остальных 

значений равны нулю. Тогда для всех значений 2x   : ( ) 0F x  . 

Для значений x  в интервале ( 2,1]   ( ) 2 0,2F x P X    . В ин-

тервале (1,3]:    ( ) 2 1 0,2 0,5 0,7F x P X P X        . Для 

3x  :      ( ) 2 1 3 0.2 0.5 0.3 1F x P X P X P X           . 

Таким образом,  

 

0, 2;

0.2, 2 1;
( )

0.7, 1 3.

1 3

при x

при x
F x P X x

при x

при x

 
   

   
 

  .

 

График функции распределения имеет вид (рис. 1): 
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Рис. 1 

Заметим, что функция распределения д.с.в. Х имеет ступен-

чатый вид, при этом в точках разрыва функция непрерывна слева 

и неопределенна справа, а величина скачка функции распределе-

ния в этих точках равна вероятностям этих значений. 

б) Математическое ожидание или среднее (ожидаемое) 

значение дискретной случайной величины Х определяется как 

взвешенное среднее всех возможных значений Х, в которых в ка-

честве весов выступают соответствующие вероятности: 

i ii
MX x p .                                                           (2.1.2) 

Для заданного распределения 2 0,2 1 0,5 3 0,3 1MX         . 

Модой дискретного распределения называется значение 

случайной величины, имеющее наибольшую вероятность. Из 

таблицы распределения видим, что наибольшую вероятность 

имеет значение 1X  , следовательно, 0 1M X  . В данном случае 

мода распределения совпадает с математическим ожиданием. 

Дисперсия случайной величины Х характеризует разброс 

значений случайной величины относительно среднего значения и 

определяется как математическое ожидание квадратов отклоне-

ний значений Х от их среднего: 

   
2 2

i i ii
DX M x MX x MX p    .                 (2.1.3) 

Для вычисления дисперсии, воспользуемся свойством: 

2 2( ) ( )DX M X MX  ,                                             (2.1.4) 

где 
2 2( ) i ii

M X x p  –  2-й  начальный момент д.с.в. Х.    (2.1.5) 

2 2 2 2( ) ( 2) 0,2 1 0,5 3 0,3 4M X         , 4 1 3DX    . Такой же 

результат мы получим, используя для вычисления определение 

дисперсии. 

Пример 2.1.2. Дана функция распределения д.с.в Х:  
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0, 1;

0.4, 1 3;
( )

0.9, 3 4;

1, 4.

при x

при x
F x

при x

при x


  

 
 

 

 

Построить таблицу распределения случайной величины X , пред-

ставить это распределение графически. Найти числовые характе-

ристики распределения.  

Решение. Из условия задачи следует, что функция распреде-

ления имеет ступенчатый вид и терпит разрывы в точках 1, 3, 4. 

Из свойств функции распределения следует (см. пример 1.1), что 

случайная величина X  дискретна и принимает значения 1, 3, 4, 

при этом, величина скачка функции  ( )F x  в этих точках равна 

вероятностям этих значений: 

 1 1 (1 0) (1) 0.4p P X F F      , 

 2 3 (3 0) (3) 0.9 0.4 0.5p P X F F        , 

 3 4 (4 0) (4) 1 0.9 0.1p P X F F        . 

Таблица распределения: 

ix  1 3 4 

 i ip P X x   0.4 0.5 0.1 

Сумма вероятностей всех возможных значений Х должна быть 

равна единице (свойство нормировки): 1ii
p  .                 (2.1.6) 

Проверка: 0.4 0.5 0.1 1ii
p     . 

 График функции вероятностей ( )p x  случайной величины Х 

представлен на рисунке 2. Длины вертикальных линий на этом 

графике равны вероятностям соответствующих значений. Сам 

график состоит из трех точек в конце этих линий. 

 

 
Рис. 2 
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Математическое ожидание, второй начальный момент и дисперсия: 

1 0,4 3 0,5 4 0,1 2.3i ii
MX x p        ,  

2 2 2 2 2( ) 1 0,4 3 0,5 4 0,3 9.7i ii
M X x p        , 

2 2( ) ( ) 9.7 2.3 7.4DX M X MX     . 

Видим, что для данного распределения мода 0 3M X   не совпа-

дает с математическим ожиданием. 

Рассмотрим подробнее понятия математического  ожидания 

и дисперсии случайной величины и их свойства.  

Пример 2.1.3. Дана таблица распределения д.с.в. Х 

ix  -1 0 1 

 i ip P X x   0.2 0.3 0.5 

Вычислить следующие математические ожидания: MX , 

     
222 , 2 1 , ( ), 0.3M X M X M X M X  ,  

Решение. ( 1) 0,2 0 0,3 1 0,5 0.3i ii
MX x p         . 

Математическое ожидание функции случайной величины  H X :  

     
n

ii
M H X H X p x                                     (2.1.7) 

Тогда: 

 2 2 ( 2) 0,2 0 0,3 2 0,5 0.6i ii
M X x p         , 

   2 1 2 1 ( 1) 0,2 1 0,3 3 0,5 1.6i ii
M X x p           . 

Видим, что  2 1 2 1M X MX   . Удвоение значений случайной 

величины и прибавление к ним единицы приводит к удвоению 

математического ожидания и увеличению результата на единицу. 

Таким образом, мы убедились в выполнении свойства математи-

ческого ожидания:  M aX b aMX b   .                               (2.1.8) 

 
22 2 2 2 2( ) ( 1) 0,2 0 0,3 1 0,5 0.7i ii

M X x p MX          . 

Заметим, что математическое ожидание квадрата случайной ве-

личины не совпадает с  квадратом математического ожидания 

этой величины. 

   
22 2 20.3 0.3 ( 1,3) 0,2 ( 0,3) 0,3i ii

M X x p           
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2 2(0,7) 0,5 0.61 0.7 (0.3)     . Здесь мы продемонстрировали 

свойство дисперсии (1.4)     
2 2 2( )DX M X MX MX MX    . 

Пример 2.1.4. Согласно статистическим данным, вероят-

ность попадания в аварию машины определенного типа в течение 

года равна 0.008. Страховая компания предлагает владельцу та-

кой машины застраховать ее на 10000 долларов. Страховой взнос 

равен 100 долларам. Какую прибыль получит страховая компания 

при страховке одной машины? При страховке ста машин? 

 Решение. Пусть X чистая прибыль страховой компании 

при страховании одной машины. X  есть случайная величина, 

значения которой зависят от того, попадет ли машина в аварию в 

течение года. Вероятность того, что машина не попадет в аварию,  

равна 1 0.008 0.992  . В этом случае чистая прибыль страховой 

компании составит 100 долларов. В противном случае страховая 

компания должна выплатить страховку, и ее прибыль составит 

100 10000 9900    долларов. Таблица распределения X  имеет 

вид:  

X 100 9900 

P 0,992 0,008 

100 0,992 ( 9900) 0,008 20MX        долларов. Соответственно 

при страховании 100 таких машин прибыль страховой компании 

составит  100 100 2000M X MX    долларов. 

 Кроме того, при страховании объектов различного типа 

прибыль страховой компании складывается из прибылей от стра-

хования этих объектов, так как математическое ожидание суммы 

любых случайных величин равно сумме математических ожида-

ний этих величин, т.е.  i ii i
M X MX  .                           (2.1.9) 

 Пример 2.1.5. Таблица распределения д.с.в. Х имеет вид: 

ix  2025 2050 2075 

ip  0.3 0.2 0.5 

Найти дисперсию 
2
XDX  . 
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 Решение. Чтобы при вычислениях не оперировать больши-

ми числами, введем случайную величину 
2050

25

X
Y


 , таблица 

распределения которой проще, причем    i iP X x P Y y   . 

iy  -1 0 1 

ip  0.3 0.2 0.5 

 

( 1) 0,3 0 0,2 1 0,5 0.2i ii
MY y p         ,  

2 2 2 2 2( 1) 0,3 0 0,2 1 0,5 0.8i ii
MY y p         , 

 
22 0.8 0.04 0,76DY MX MX     . 

Так как 25 2050X Y  , для вычисления DX  воспользуемся 

свойствами дисперсии:   2D aX a DX ;  D X b DX  . Тогда 

 25 2050 625 625 0,76 475DX D Y DY      . 

Дисперсия есть величина, имеющая размерность квадрата случайной 

величины. Поэтому для характеристики изменчивости случайной величи-

ны используется также среднее квадратическое (стандартное) отклонение       

X DX  ,                                                                                             (2.1.10) 

имеющее ту же размерность, что и случайная величина.  

Стандартное отклонение  используется в качестве мерки для выра-

жения реальных отклонений, и приблизительно показывает, насколько ре-

альные значения случайной величины могут отличаться от среднего. 

Во многих случаях, например, в коммерческой деятельности стан-

дартное отклонение характеризует риск, показывая, насколько неопреде-

ленной может быть ситуация.  

Пример 2.1.6. Необходимо оценить три разных проекта X, Y 

и Z. По каждому из проектов необходимы инвестиции в объеме 

12000 Р, а возврат средств планируется на следующий год. По 

проекту X гарантированный возврат составит 14000 Р, по проекту 

Y может быть получено либо 10000 Р, либо 20000 Р, вероятность 

в каждом случае составляет 0.5. Проект Z не дает ничего с веро-

ятностью 0.98 или принесет 1000000 Р с вероятностью 0.02. Эти 

данные собраны в таблице.  
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проект возврат вероятность 

Х 14 000 Р 1 

Y 10 000 Р 

20 000 Р 

0.5 

0.5 

Z 0 Р 

1 000 000 Р 

0.98 

0.02 

Оценить риск и доходность каждого проекта. 

 Решение. Средние значения: 14000РMX  ; 

10000Р 0.5+20000Р 0.5=15000РMY    ; 

0Р 0.98+1000000Р 0.02=20000РMZ    . 

Если исходить только из этих величин, проект Z может по-

казаться самым лучшим, а проект X – худшим из всех. Однако 

средние значения не дают полной информации. Так, например, 

несмотря на то, что по проекту Z ожидаемый возврат оказывается 

самым большим, этот проект несет еще и максимальный риск: 

вероятность отсутствия выплат составляет 98%. Присущие каж-

дому из рассматриваемых проектов риски характеризуются стан-

дартными отклонениями: 

2(14000 14000) 1 0РX     ;  

2 2(10000 15000) 0.5 (20000 15000) 0.5 5000РY        ; 

2 2(0 20000) 0.98 (20000 1000000) 0.02 140000РZ        . 

Отсюда видно, что проект X самый безопасный, а проект Z 

самый рискованный. Обычно предпочтение отдается большим 

ожидаемым выплатам и меньшему риску. Однако в приведенном 

примере возможность получения больших выплат сопряжена с 

большим риском. 

 Оценим доходность каждого проекта. Поскольку каждый 

проект требует инвестиций 12000 Р, то доход = выплаты – 

12000 Р. 

Таким образом, получим следующие размеры ожидаемого 

дохода: X 2000 Р, Y 3000 Р, Z 8000 Р. Стандартные отклоне-

ния для дохода такие же, как для размера выплат, так как 

 X b X   .                                                             (2.1.11) 

 При решении задач 2.1.7–2.1.14 можно воспользоваться таблицей 4, в 

которой приведены основные дискретные распределения, указаны пара-
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метры распределения и связь числовых характеристик распределения с па-

раметрами.   

Пример 2.1.7. Три раза подбрасывается игральная кость. 

Построить распределение числа выпавших единиц. Найти число-

вые характеристики распределения. 

Решение. В приведенном случайном эксперименте выпол-

няются все условия схемы Бернулли: испытания независимы, ве-

роятность «успеха» (выпадения единицы) во всех испытаниях 

одинакова и равна 1 6 . Следовательно, случайная величина 

X число выпавших единиц в трех испытаниях имеет биноми-

альное распределение с параметрами 3, 1 6n p  . X  принимает 

целые значения 0,1,2,3k   с вероятностями  

  3
3 3 (1 )k k k

kp P X k C p p                                (2.1.12) 

 
3

0 3
5 125

0
6 216

p P X
 

    
 

;   

2

1 3
1 5 75

1 3
6 6 216

p P X
 

    
 

;  

 
2

2 3
1 5 15

2 3
6 6 216

p P X
 

    
 

;   
3

3 3
1 1

3
6 216

p P X
 

    
 

. 

Таблица распределения имеет вид 

 

 

 

 

 

Проверка: 
3

1

125 75 15 1
1

216 216 216 216
k

k

p



     . 

Числовые характеристики биномиального распределения:  

MX np , (1 )DX np p  .                                      (2.1.13) 

1 1
3

6 2
MX    , 

1 5 15
3

6 6 36
DX     .  

Заметим, что математическое ожидание близко к моде с.в.  

 Пример 2.1.8. (Игра чак-о-чак). Игрок A платит игроку B 

один рубль, после чего подбрасывается три игральных кости. Ес-

ли на одной кости выпадет одно очко, то B  платит A  два рубля, 

если одно очко выпадет на двух костях – 4 рубля, и, если одно 

X k  0 1 2 3 

 P X k  125

216
 

75

216
 

15

216
 

1

216
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очко выпадает на трех костях – 8 рублей. В противном случае B  

не платит ничего. Вычислить средний выигрыш каждого игрока. 

 Решение. Пусть Y чистый выигрыш игрока A , а X число 

выпавших единиц на игральных костях. Очевидно, что случайная 

величина Y  есть функция X . При этом, вероятности возможных 

значений Y  равны вероятностям соответствующих значений X . 

Для составления таблицы распределения случайной величины Y  

воспользуемся решением предыдущей задачи.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Для вычисления математического ожидания случайной ве-

личины Y  мы не можем воспользоваться формулой MY np , она 

имеет уже не биномиальное распределение, как X  (ее значения 

не являются числом успехов в испытаниях Бернулли), поэтому 

воспользуемся определением математического ожидания: 

125 75 15 1 2
1 1 3 7

216 216 216 216 216
i iMY y p           .  

Этот результат означает, что в длинной серии таких игр средний вы-

игрыш игрока A  будет равен 1 108 . Из свойств математического ожида-

ния следует, что средний выигрыш игрока A , например, в 100 играх в 100 

раз больше и равен 100 108 , т.е. примерно одному доллару. 

Очевидно, что средний выигрыш игрока B  в одной игре равен 

1 108 . В азартных играх, в которых участвуют на равных условиях не-

сколько игроков, математическое ожидание выигрыша каждого игрока 

должно быть равно 0. Следовательно, надо пересмотреть условия игры, 

например, можно уменьшить ставку на 2 доллара при выпадении единиц 

на трех костях.  

Такой же принцип должен работать в деловых отношениях равно-

правных партнеров.  

Пример 2.1.9. Игральная кость подбрасывается до выпаде-

ния «единицы». Построить распределение числа испытаний. 

Найти числовые характеристики распределения.  

X 0 1 2 3 

Y -1 1 3 7 

 

( )i ip P Y y

P X i

  

 

 

125

216
 

75

216
 

15

216
 

1

216
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Решение. Пусть X случайная величина, равная числу ис-

пытаний. Очевидно, оно равно номеру испытания, в котором 

впервые выпала единица. X  может принимать значения 1, 2, 3,  

и имеет геометрическое+1 распределение с параметром 1 6p  .   

Вероятности этих значений     1(1 )kP X k p p   :          (2.1.14) 

( 1) 1 6P X p   , 
5 1

( 2) (1 )
6 6

P X p p     , …  

Таблица распределения: 

ix  1 2 3  k   

ip  p  (1 )p p  2(1 )p p   1(1 )kp p    

Математическое ожидание и дисперсия геометрического+1 рас-

пределения: 1MX p , 2(1 )DX p p  . 6, 30MX DX  , 

5.5X  . Величина X  говорит о том, что возможные значения 

X  имеют достаточно большой разброс.  

Пример 2.1.10. Игрок бросает монету до появления первой 

цифры либо до появления n  раз подряд герба. Выигрыш игрока 

есть случайная величина 2XY  , где X число бросаний моне-

ты.. Найти средний выигрыш игрока при 4n  . Рассмотреть слу-

чай: n . 

 Решение. Если монета подбрасывается до появления первой 

цифры, случайная величина Х имеет геометрическое распределе-

ние с параметром 1 2p   и таблица распределения: 

X  1 2 3  k   

Y  2 4 8  2k   

( )P X k  1 2   
2

1 2   
3

1 2    1 2
k

  

При этом значения Y  имеют те же вероятности, что соответству-

ющие значения Х, т.е.  ( ) 2kP X k P Y   . 

Если монета бросается до появления первой цифры или до 

n кратного появления  герба, случайная величина Х уже не име-

ет геометрическое распределение, так как она принимает конеч-
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ное число значений 1,2, , n . В этом случае таблица распределе-

ния имеет вид 

 

X  1 2 3  n  

Y  2 4 8  2n  

( )P X k  1 2   
2

1 2   
3

1 2      1 2 1 2
n n
  

При вычислении вероятности ( )P X n , мы учли что событие  

{монета подброшена n  раз} есть сумма двух несовместимых со-

бытий: {цифра выпала в n ì  испытании} и {n  раз подряд вы-

пал герб}. 

 При 4n   таблица распределения имеет вид: 

X 1 2 3 4 

Y 2 4 8 2n  

( )P X k  1 2  1 4  1 8  1 8  

1 1 1 1
2 4 8 16 5

2 4 8 8
MY          . Видим, что средний выигрыш 

MY  равен числу подбрасываний монеты плюс один. Следова-

тельно, при n , выигрыш игрока равен бесконечно большой 

сумме!? 
Геометрическое распределение широко применяется при контроле 

качества выпускаемой продукции. 

Пример 2.1.11. Производится испытание выпускаемых при-

боров. Каждый следующий прибор испытывается только, если 

предыдущий оказался исправным. Составить закон распределения 

числа испытанных приборов, если вероятность того, что прибор 

исправен, равна 0.9. Найти среднее число испытанных приборов. 

Решение. Испытания производятся до появления неисправ-

ного прибора. Вероятность того, что прибор неисправен, равна 

0.1. Случайная величина X число испытанных приборов, имеет 

геометрическое+1 распределение с параметром 0.1p  . Таблица 

распределения имеет вид 

ix  1 2 3  k   

ip  0.1 0.09 0.081  10.9 0.1k    
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1 10MX p  . Этот результат означает, что в длинной серии та-

ких экспериментов в среднем будет испытано 10 приборов. 

 Пример 2.1.12. В партии из 200 изделий каждое изделие 

может быть браковано с вероятностью 0.01. Составить закон рас-

пределения числа бракованных изделий в партии. Найти число-

вые характеристики распределения. 

Решение. Обозначим X число бракованных изделий в пар-

тии. В этом случайном эксперименте выполняются все условия 

схемы Бернулли, при этом число испытаний n  велико, а вероят-

ность появления бракованного изделия p  мала. Следовательно, 

случайная величина X  имеет распределение Пуассона с пара-

метром 200 0.01 2np     . X  может принимать значения 

0,1,2, с вероятностями     ( )
!

k

P X k e
k

   .                   (2.1.15) 

При вычислениях будем округлять полученные значения 

вероятностей до тысячных. Тогда 
0

22
( 0) 0.137

0!
P X e   ,  

1
22

( 1) 0.274
1!

P X e   ,  

2
22

( 2) 0.274
2!

P X e   ,   
3

22
( 3) 0.183

3!
P X e   , 

4
22

( 4) 0.090
4!

P X e   ,   
5

22
( 5) 0.040

5!
P X e   , 

6
22

( 6) 0.010
6!

P X e   ,   
7

22
( 7) 0.000

7!
P X e   . 

Последнее значение с заданной точностью равно нулю. Вероят-

ности всех последующих значений тоже равны нулю. Таблица 

распределения: 

X k  0 1 2 3 4 5 6 7k   

 P X k  0.137 0.274 0.274 0.183 0.09 0.04 0.01 0 

Числовые характеристики распределения Пуассона: MX  , 

DX  . Получаем: 2MX  , 2DX  . Этот результат означает, 

что в среднем в длинной серии таких испытаний среднее число 

бракованных изделий в партии из 200 изделий равно 2.  

Приведем другие примеры распределения Пуассона. 
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Радиоактивный распад. Это случайный процесс, и распад отдельно-

го атома не зависит от числа уже распавшихся атомов. Из многих миллио-

нов атомов радия распадается очень маленький их процент.  

Число отказов в сложном механизме, число поломок автомобилей большо-

го автомобильного парка, количество сбоев в компьютерной системе за ка-

кой-то период времени, число телефонных вызовов в единицу времени на 

телефонной станции. 

Распределение Пуассона широко используется также в страховой 

практике. Число страховых выплат за какой-то период времени подчиняет-

ся распределению Пуассона.  

Пример 2.1.13. В урне 5 шаров, из которых 3 белых и 2 чер-

ных. Из урны наудачу выбирается 3 шара (выборка без возвраще-

ния). Построить распределение числа белых шаров в выборке. 

Найти числовые характеристики распределения. Рассмотреть 

случай выборки с возвращением. 

Решение. Обозначим X число белых шаров в выборке. 

Случайная величина, равная числу элементов одного типа в вы-

борке, состоящей из n  элементов N множества с двумя типами 

элементов ( K  элементов одного типа и N K  – другого), имеет 

гипергеометрическое распределение с параметрами , ,n N K  и 

принимает значения от  max 0, N K n   до  min ,n K  с веро-

ятностями      ( )
k n k
K N K

n
N

C C
P X k

C


  .                                           {0.1} 

В нашем случае 3n  , 5N  , 3K  , 2N K  . X  принима-

ет значения 1, 2, 3. с вероятностями:  
1 2
3 2

3
5

3
1

10

C C
P X

C
   , 

 
2 1
3 2

3
5

6
2

10

C C
P X

C
   ,    

3 0
3 2

3
5

1
3

10

C C
P X

C
    

Таблица распределения вероятностей:  

X k  1 2 3 

 P X k  0.3 0.6 0.1 

Проверка: 1kp  .  

Числовые характеристики гипергеометрического распреде-

ления:  
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nK

MX
N

 , 1 1
1

nK K n
DX

N N N

  
    

   
.                (2.1.17) 

Получаем: 1.8, 0.36MX DX  . 

В случае выборки с возвращением случайная величина X  

имеет биномиальное распределение с параметром 3 5p  . Рас-

смотрите этот случай самостоятельно. 

Гипергеометрическое распределение также используется при кон-

троле качества продукции. Например, при поступлении партии товара в 

магазин проверяется не вся партия, а только выборка из нее. Если количе-

ство бракованных изделий в выборке превышает некоторое заданное зна-

чение, вся партия бракуется. При этом, допустимое количество бракован-

ных изделий определяется по заданной допустимой вероятности брака из 

гипергеометрического распределения. При поступлении больших партий 

товара для контроля качества можно использовать геометрическое распре-

деление. 
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Задачи для самостоятельного решения по теме 2.1 (д.с.в.) 
1. Дана функция распределения случайной величины X  

0, 1;

0.3, 1 3;
( )

0.7, 3 4;

1, 4.

при x

при x
F x

при x

при x




 
 

 
 

 

Построить таблицу распределения случайной величины X , 

найти ее числовые характеристики: числовые характеристики: 

математическое, моду, дисперсию, стандартное отклонение. 

2. Дан закон распределения случайной величины X  

ix  -1 0 1 

ip  0.20 0.35 0.45 

 Построить ее функцию распределения. Найти числовые харак-

теристики: математическое ожидание и дисперсию. 

3. В лотерее на 100 билетов разыгрывается два выигрыша  на сум-

му 2000 рублей и 600 рублей. Стоимость билета 100 рублей. Со-

ставить закон распределения суммы чистого выигрыша для ли-

ца, купившего два билета. Найти математическое ожидание вы-

игрыша. 

4. Среднее число вызовов, поступающих на станцию скорой по-

мощи в час равно 30. Составить закон распределения случайной 

величины X – числа вызовов в минуту. Найти математическое 

ожидание и дисперсию распределения. Найти вероятность того, 

что а) в течение минуты поступит не менее двух вызовов, в) не 

более трех вызовов.  

5. Вероятность появления брака на автоматической линии равна 

0.001. Линия работает без прерывания  до появления первого 

бракованного изделия. Составить закон распределения числа 

произведенных изделий между двумя последовательными пре-

рываниями. Найти его числовые характеристики: математиче-

ское ожидание и дисперсию. 



 56 

Контрольные вопросы к теме 2.1 (д.с.в.) 
1. Что называется случайной величиной (с.в.)? 

2. Какие события могут происходить со случайной величиной? 

3. Что представляет собой закон распределения с.в.? 

4. Что такое функция распределения с.в. и какие ее свойства? 

5. Что отличает дискретные с.в. от непрерывных? 

6. Как называются и как выглядят основные виды законов д.с.в.? 

7. Что представляют собой параметры распределения? 

8. Что определяют основные числовые характеристики? 

9. Чем параметры отличаются от числовых характеристик?  

10. Как определяются основные числовые характеристики д.с.в.? 

11. Что представляет собой биномиальный закон распределения и 

как его числовые характеристики выражаются через параметры? 
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ТЕМА 2.2. НЕПРЕРЫВНЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Основные понятия: 
 свойства функции и плотности непрерывных распределений, 

 формулы для числовых характеристик 

 квантиль и критические точки распределения 

 основные типы распределений (равномерное, показательное и 

(стандартное) нормальное), 

 гауссова кривая и функция Лапласа, 

 выражение характеристик через параметры 

 правило трех сигм. 

Литература: [1] – гл. 10, 11, 12, 13; [2] – гл. 6; [5] – гл. 2, 

п. 2.4; 2.5; 2.7;  

 Пример 2.2.1. Дана функция распределения случайной ве-

личины X   

2

0, 0;

( ) 4, 0 2;

1, 2.

при x

F x x при x

при x




  
 


 

Найти: а) функцию плотности и числовые характеристики рас-

пределения; б)  1P X  ,  1 3P X  ; в) уровень   для квантиля 

случайной величины 1 2x  . 

 Решение. а) Функция распределения случайной величины 

X  непрерывна во всей области определения. Согласно свойствам 

функции плотности, функция распределения является ее перво-

образной, т.е.   ( ) ( )F x f x  .                                             (2.2.1) 

Тогда         

0, 1;

( ) ( ) 2, 0 2;

0, 2.

при x

f x F x x при x

при x




   
 

 

Для непрерывной случайной величины математическое ожида-

ние, второй начальный момент и дисперсия определяются фор-

мулами:   ( )MX xf x dx





  ,                                             (2.2.2) 

2 2 ( )MX x f x dx





  ,                                        (2.2.3) 
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 
2

( )DX x MX f x dx





  .                             (2.2.4) 

Так как плотность задана различными выражениями на интерва-

лах ( ,1], (1,2]  и (2, ) , разобьем каждый из интегралов на три 

интеграла: 

 

20 2 2 2 3

0 2 0 0

4
( ) 0 0

2 2 6 3

x x x
MX xf x dx dx x dx dx dx

 

 

           , 

20 2 2 3 4
2 2 2

0 2 0 0

( ) 0 0 2
2 2 8

x x x
MX x f x dx dx x dx dx dx

 

 

           . 

Дисперсию найдем, используя свойство: 2 2( )DX MX MX  . 

16 2
2

9 9
DX    . Такой же результат мы получим, используя для 

вычисления определение дисперсии {2.4}. 

 б) События  1X   и  1X   несовместимы и образуют 

полную группу, поэтому  

   1 1 1P X P X    ,                                                     (2.2.5) 

 
 1 (1)P X F  ,    1 1 1 1 1 2 1 2P X F      . 

Из свойств функции распределения следует, что  вероят-

ность попадания случайной величины X  в интервал [ , )a b  
  ( ) ( )P a X b F b F a    .                                     (2.2.6) 

При этом для непрерывных случайных величин из условия, 

что     0P X a P Y b     следует, что 

( ) ( ) ( ) ( )P a X b P a X b P a X b P a X b           .     (2.2.7) 

Тогда вероятность попадания X  в интервал (1,3) : 

 1 3 (3) (1) 1 1 4 3 4P X F F       . 

 в) Квантиль уровня   распределения случайной величины 

X определяется как число x , такое что ( ) ( )F x P X x     . 

Следовательно, искомый уровень    2

1 2
1 2 4 1 16

x
F x


   . 

Квантиль уровня 1/2 1 2x  называется медианой распределения. 

Для данного распределения 1 2 1x  , так как  (1) 1 1 2F P X   . 
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 Пример 2.2.2. Задана плотность распределения случайной 

величины  X:        
cos , 2;

( )
0, 2.

c x при x
f x

при x





 
 



 

Найти: а) константу c , б) функцию распределения, в) математи-

ческое ожидание и дисперсию распределения, г) моду и медиану 

распределения, д) вероятность попадания в интервал  6,  . 

 Решение. а) Для определения константы c , воспользуемся 

свойством функции плотности: ( ) 1f x dx





 .                        (2.2.8) 

Так как плотность задана различными аналитическими выраже-

ниями на интервалах ( , 2)  , ( 2, 2)   и ( 2, )  , разобь-

ем интеграл ( )f x dx





  на три интеграла 

2 2
2

2
2 2

( ) 0 cos 0 sin 2 1f x dx dx c xdx dx c x c

 



 

 


  

         ,  

откуда 1 2c  . 

б) Из определения плотности распределения случайной ве-

личины следует, что функция распределения 

  ( ) ( )

x

F x f x dx



  .                                                   (2.2.9) 

Так как функция ( )f x  задана различными аналитическими 

выражениями на отрезках ( , 2] , ( 2, 2]    и ( 2, ]  , 

найдем функцию распределения на каждом из этих отрезков. 

2x   :    ( ) 0 0

x

F x dx



  ,  

2 2x    :   

2

2

2

1 1 sin 1
( ) 0 cos sin

2 2 2

x
x x

F x dt tdt t










 


      

2x  :     

2 2 2

22 2

1 1
( ) 0 cos 0 sin 1

2 2

x

F x dx xdx dx x

  

 



 

        
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Таким образом,    

0, 2;

1 1
( ) sin 2 2;

2 2

1, 2

,

.

при x

F x x при x

при x



 



 

    










 

в) 

2 2

2 2

1
( ) 0 cos 0 0

2
MX xf x dx dx x xdx dx

 

 

 

  

        , 

   (2.2.10) 

согласно свойствам: определенный интеграл с симметричными 

пределами от нечетной функции равен нулю; 0 0

b

a

dx  . 

2 2
2 2 2

2 2

1
( ) 0 cos 0

2
MX x f x dx dx x xdx dx

 

 

 

  

       
  (2.2.11)

 

 
2

2 2

2
sin 2 cos 2sin 2 4x x x x x







      

2 2 2( ) 2 4DX MX MX     .        (2.2.12) 

 г) Модальное значение (мода) непрерывной случайной ве-

личины   определяется как значение хмод., при котором функция 

плотности достигает максимума. Необходимым условием экс-

тремума функции является равенство нулю ее первой производ-

ной: ( ) (cos ) sinf x x x   , ( ) 0f x   в точках x k . В области 

определения функции ( )f x  лежит только значение 0x  , следо-

вательно хмод. = 0.  

 Медиана определяется как значение случайной величи-

ны .медx , такое что    . . 0.5мед медP X x P X x    . С помощью 

функции распределения это условие можно записать в виде  

 

   . .1мед медF x F x  , откуда  . 0.5медF x  .      (2.2.13) 

 

В данном случае    . .0.5 sin 1 0.5мед медF x x   , откуда 

.sin 0медx   и . 0медx  . Получаем, что . .мед модx x MX  .  

Для симметричного распределения значение моды и медианы всегда 

совпадает с математическим ожиданием. 
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 д)  
1 1 1

6 ( ) ( 6) 1 sin
2 6 2 4

P X F F


   
 

        
 

. 

 При решении задач 2.2.3–2.2.6 можно воспользоваться таблицей 2 

(стр.40), в которой приведены основные непрерывные распределения, их 

функции распределения, функции плотности, параметры распределений, 

формулы для вычисления вероятностей, связь числовых характеристик с 

параметрами. 

Пример 2.2.3. Единица шкалы прибора равна 0.1. Записать 

функцию распределения, функцию плотности  случайной вели-

чины X , построить их графики. Найти числовые характеристики. 

Определить вероятность того, что систематические ошибки из-

мерения X  не превышают 0.01.  

Решение. Показания прибора обычно округляются до бли-

жайшего целого деления шкалы. Поэтому систематическая 

ошибка прибора есть случайная величина X , имеющая равно-

мерное распределение на отрезке  0; 0.05 . Параметры распреде-

ления  0, 0.05a b  . Функция распределения и плотность  

0, 0;

( ) 20 , 0 0.05;

1, 0.05.

x

F x x x

x




  
 

        

0, 0;

( ) 20, 0 0.05;

0, 0.05.

x

f x x

x




  
 

 

Графики этих функций показаны на рис. 3. 

 
Рис. 3 

 

Числовые характеристики равномерного распределения: 

0.05
0.025

2 2

a b
MX


   , 

2 2( ) (0.05)
0.002

12 12

b a
DX


   . 

 Используя определение функции распределения 

 ( )F x P X x  , получим  0,01 (0,01) 20 0,01 0.2P X F     . 

Вероятность  0,01P X   можно вычислить, как вероятность по-
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падания случайной величины X  в интервал  0; 0,01 : 

 
0,01

0 0,01 0,2
0,05

P X    . 

 Равномерное распределение имеют также систематические ошибки 

округления, время ожидания транспорта, имеющего определенный интер-

вал движения. Если, например, количество сбоев в сложной системе имеют 

распределение Пуассона, то затраты на восстановление – равномерное 

распределение. 

 Пример 2.2.4. Время между двумя сбоями вычислительной 

машины T  есть случайная величина, имеющая показательное 

распределение, с математическим ожиданием, равным 400 часов. 

Записать функцию распределения, функцию плотности случай-

ной величины T , построить их графики. Найти вероятность того, 

что время между двумя сбоями: а) не превысит 300 часов, б) со-

ставит от 100 до 200 часов. 

 Решение. Из формулы для математического ожидания пара-

метр показательного распределения 1 1 400MT   . Функция 

распределения и плотность: 

400

0, 0
( ) ( )

1 , 0t

t
F t P T t

e t


   

 

,     400

0, 0

( ) 1
, 0.

400

t

t

f t
e t




 




 

Графики функций распределения и плотности (рис. 4): 

 

 
Рис. 4 

 

300 400 3 4( 300) (300) 0,4724P T F e e       
1 4 2 4(100 200) (200) (100) 0,1723P T F F e e         

 Показательное распределение имеет, например, срок службы техни-

ческих изделий.  

 Пример 2.2.5. Прибор состоит из четырех независимо рабо-

тающих элементов, надежности которых равны 0.99. Найти 

надежность прибора. 
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Решение. Пусть T длительность безотказной работы при-

бора. Функция надежности  

( ) ( ) 1 ( ) tR t P T t F t e                                             (2.2.14) 

равна вероятности безотказной работы за время t . Параметр   

называют интенсивностью отказов (число отказав в единицу вре-

мени). Если прибор имеет надежность 0.99, это означает, что на 

основании длительных серий испытаний установлено, что в 

среднем этот прибор на протяжении 99% заданного промежутка 

времени работает безотказно. Для сложного механизма со мно-

гими элементами надежность равна произведению надежностей 

этих элементов, если они работают независимо друг от друга.  

Тогда надежность прибора равна 4(0.99) 0.96 . Очевидно, 

что, чем сложнее механизм, тем меньше его надежность. 
 Отметим здесь связь между показательным распределением и рас-

пределением Пуассона. Число сбоев сложного механизма имеет распреде-

ление Пуассона, время безотказной работы – показательное распределение. 

Число телефонных звонков, регистрируемых на АТС – распределение 

Пуассона, время телефонных переговоров – показательное распределение. 

Время ремонта автомобиля в сервисном центре – показательное распреде-

ление, число заказов – распределение Пуассона. В  страховой практике 

число требований о выплате имеет распределение Пуассона, период вре-

мени до требования о выплате или между двумя выплатами  и размер стра-

ховых выплат – показательное распределение. В случае больших выплат – 

это распределение Парето (распределение с большим хвостом). 

 Пример 2.2.6. Средний процент выполнения плана пред-

приятиями некоторой отрасли равен 106% со стандартным от-

клонением 3%. Полагая, что процент выполнения плана есть слу-

чайная величина, имеющая нормальное распределение, записать 

ее функцию плотности. Найти долю предприятий: а) не выпол-

няющих плана, б) выполняющих план от 110 до 150%, в) для ко-

торых отклонение от среднего составляет 2%.  

 Решение. Пусть X   процент выполнения плана. По усло-

вию, 106MX  . Параметры распределения: 106,a MX   

2 9DX   . Тогда функция плотности 

2( 106)

18
1

( )
3 2

x

f x e





 . 

а) Доля предприятий, не выполняющих плана. 
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Вероятность 2 0,1,
( ) ( )

a

x a
P X x x

 

 
     

 
.                  (2.2.15) 

Тогда      0,1 0,1 0,1
100 106

( 100) 2 1 2
3

P X
 

        
 

 

1 0.9772 0.0228   . Следовательно, в среднем около 2,3% пред-

приятий не выполняют план.  

 б) Доля предприятий, выполняющих план от 110 до 150%. 

Вероятность попадания нормальной случайной величины в за-

данный интервал задается формулой:  

2 1
1 2 0,1 0,1( )

x a x a
P x X x

 

    
       

                                 (2.2.16)
 

0,1 0,1
150 106 110 106

(110 150)
3 3

P X
    

        
   

 

   0,1 0,11.46 1.33 0.4279 0.4082 0.0197     . 

В среднем 2% предприятий выполняют план от 110 до 150%. 

 в) Вероятность отклонения значений X  от математического 

ожидания a  задается формулой  

0,1( ) 2 1P X a





 
     

 
.                                (2.2.17) 

Тогда доля предприятий, для которых отклонение от среднего 

значения составляет 2%, определяется вероятностью 

   0,1 0,1

2
100 2 2 1 2 0.66 1 2 0.7454 1 0.49

3
P X            

 
 
 

 

Замечание 1. Функция 
2 2

0,1
1

( )
2

x
tx e dt







    есть функция 

распределения стандартного нормального распределения с параметрами; 

0a   и 
2 1  . Эта функция табулирована [3]. Во многих учебниках та-

булирована не функция распределения, а функция 
2 2

0

1
( )

2

x
tx e dt



    

[1], [2]. Связь между ними: 0,1( ) 0.5 ( )x x   . ( )x  – нечетная функ-

ция, поэтому (0) 0; ( ) ( )x x      . В конце данного пособия при-

водится в разделе Таблицы вторая функция, т.е. Ф(х). 
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При этом,     ( ) 2P X a





 
    

 
,                                     (2.2.18) 

                                 2 1
1 2( )

x a x a
P x X x

 

    
       

   
.     (2.2.19) 

Замечание 2. Отметим, что вероятность того, что значение случайной 

величины попадает в некоторый интервал на числовой прямой, равна пло-

щади соответствующей области под кривой плотности распределения. В 

случае нормального распределения более правдоподобным оказывается 

наблюдение значений, расположенных вблизи центра кривой, где кривая 

выше. Вблизи краев, где кривая проходит ниже, наблюдение соответству-

ющих значений оказывается менее правдоподобным. 

Нормальное распределение имеют случайные ошибки результатов 

измерений, многие экономические показатели. 

Часто случайная величина X  по своей природе принимает только 

положительные значения. Например, время, длина, вес, цены. Распределе-

ние в этом случае не симметрично. В этом случае логарифмирование зна-

чений X  приводит к приближенно нормальному распределению.  
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Задачи для самостоятельного решения по теме 2.2 (н.с.в.) 

1. Задана функция распределения случайной величины X  

0, 0;

( ) 4, 0 4;

1, 4.

при x

F x x при x

при x




  
 

 

Найти: а) функцию плотности и числовые характеристики 

распределения;  б)  1P X  ; в)  3 5P X  . 

2. Задана плотность распределения случайной величины X  

0, 0 ;
( )

sin , 0 .

при x и x
f x

c x при x





 
 

 
 

Найти: а) константу c , б) функцию распределения ( )F x , в) 

числовые характеристики: математическое ожидание и дис-

персию распределения, д) вероятность попадания в интер-

вал  3, 3 2  . 

3. Автобусы идут с интервалом 5 минут. Записать функции 

распределения и плотности случайной величины X време-

ни ожидания автобуса пассажиром, подошедшим к останов-

ке в произвольный момент времени. Построить их графики. 

Найти математическое ожидание и дисперсию величины X . 

Вычислить вероятность того, что время ожидания а) не пре-

высит трех минут, б) составит от двух до четырех минут. 

4. Случайная величина T время работы радиолампы имеет 

показательное распределение. Среднее время работы радио-

лампы 400 часов. Записать функции распределения и плот-

ности распределения. Найти вероятность того, что лампа 

проработает не менее 800 часов. 

5. Деталь, изготовленная автоматом, считается годной, если 

отклонение X  контролируемого размера от номинала не 

превышает 10 нм. Точность изготовления деталей характе-

ризуется стандартным отклонением 5   нм. Считая, что X  

имеет нормальное распределение: а) записать функцию 

плотности случайной величины X , б) выяснить, сколько 

процентов годных деталей изготавливает автомат, в) опре-

делить, какой должна быть точность изготовления, чтобы 

процент годных деталей повысился до 98. 
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Контрольные вопросы к теме 2.2 (н.с.в.) 

1. Что такое функция плотности для н.с.в. и, какие она имеет 

свойства? 

2. Какой геометрический смысл вероятности на «языке» функ-

ции распределения и функции плотности? 

3. По каким формулам определяются числовые характеристи-

ки законов распределения н.с.в? 

4. Как выглядят функции распределения и функции плотности 

для равномерного, показательного и нормального распреде-

лений? 

5. Что называется «гауссовой кривой» и, что она собой опре-

деляет? 

6.  Как выглядит функция Лапласа (выражение и график) и, 

какие она имеет свойства? 

7. В чем состоит правило 3-х сигм? 
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ТЕМА 2.3. ЗАКОНЫ БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ.  
ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 

Основные понятия: 
 Неравенства Чебышева и Маркова, 

 Теорема Бернулли 

 Центральная предельная теорема (ЦПТ) 

 Закон распределения суммарной ошибки округления. 

Литература: [1] – гл. 9; [2] – гл. 5; [5] – гл. 5, п. 3.1–3.8;  

 Пример 2.3.1. В 400 испытаниях Бернулли вероятность 

успеха в каждом испытании равна 0.8. С помощью неравенства 

Чебышева оценить: а) вероятность того, что разность между чис-

лом успехов в этих испытаниях и средним числом успехов не 

превышает 20; б) вероятность того, что эта разность будет мень-

ше трех стандартных отклонений. 

 Решение. а) Неравенство Чебышева имеет вид 

 
2

DX
P X MX 


                                                 (2.3.1) 

Число успехов X  в испытаниях Бернулли имеет биномиальное 

распределение с параметрами 400n   и 0,8p  . Среднее число 

успехов равно 400 0,8 320MX np    . Дисперсия 

(1 ) 400 0,8 0,2 64DX np p      . Согласно неравенству Чебы-

шева,  
64

320 20 0,16
400

P X     . Это верхняя граница вероят-

ности противоположного события «превышает». Нижнюю грани-

цу вероятности исходного события «не превышает» определим, 

используя неравенство Чебышева в форме 

 
2

1 0,84
DX

P X EX 


     . 

 б)  
2

2

1 8
3 1 1 0,8889

9 9(3 )
P X EX





        . Эта 

оценка называется правилом трех сигм. Для непрерывной слу-

чайной величины, имеющей нормальное распределение, эта ве-

роятность равна 0,9973. 

Пример 2.3.2. Опыт страховой компании показывает, что 

страховой случай приходится примерно на каждый десятый до-
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говор. С помощью неравенства Чебышева оценить необходимое 

количество договоров, которые следует заключить, чтобы с веро-

ятностью не меньшей 0,9 можно было утверждать, что доля стра-

ховых случаев отклонится по абсолютной величине от 0,1 не бо-

лее чем на 0,01.  

Решение. Число страховых случаев за определенный период 

времени подчиняется биномиальному распределению, для кото-

рого неравенство Чебышева принимает вид 

 
2

1p pk
P p

n n




 
   

 
   или  

 
 

2

1
1

p pk
P p

n n




 
    

 
.          (2.3.2) 

По условию задачи 0.1, 0.01p   . Тогда 

4

0.1 0.9
0.1 0.01 1 0.9

10

k
P

n n 

  
     

 
, откуда 

4

0.1 0.9
0.1

10n 





, и необ-

ходимое количество договоров 39 10 9000n    .  

Пример 2.3.3. Среднее изменение курса акции компании в 

течении биржевых торгов составляет 0,3%. Оценить вероятность 

того, что в течение ближайших торгов курс изменится более, чем 

на 3%.  

Решение. Для неотрицательной случайной величины при 

неизвестной дисперсии оценку вероятности можно сделать с по-

мощью неравенства Маркова  
MX

P X a
a

  . (2.3.3)  

Пусть X изменение курса акций. По условию задачи 0.3MX  , 

3a  . Тогда  
0.3

3 0.1
3

P X     

Пример 2.3.4. Монета подбрасывается 10000 раз. Оценить 

вероятность того, что частота выпадения герба отличается от ве-

роятности более чем на 0,01. 

 Решение. Закон больших чисел утверждает, что относитель-

ная частота события должна быть близка к вероятности события, 

если эксперимент проведен много раз. Следствием закона боль-

ших чисел является теорема Бернулли: если p   вероятность 
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«успеха» в одном испытании Бернулли, а k число «успехов» в n  

испытаниях,  то при n , 
Pk

p
n

 .  

При этом            
 

2

1p pk
P p

n n




 
   

 
.                               (2.3.4) 

Эта теорема позволяет оценить вероятность того, что частота 

«успехов» в n  испытаниях отличается от вероятности «успеха» в 

одном испытании более чем на заданное число  . Применяя тео-

рему в виде (2.3.4) получим следующую оценку: 

2 4 4

1 (1 ) 1 1 1 1
0.01

2 2 2 40.01 10 10

k p p
P

n n 

  
     

 
. Этот результат 

означает, что не более чем в четверти случаях при 10000 подбра-

сываниях монеты частота выпадения герба отличается от вероят-

ности более чем на 0,01. 

 Оценим эту же вероятность с помощью приближенной фор-

мулы Лапласа. Согласно теореме Лапласа при n  случайная 

величина 
(1 )

k np

np p




 имеет приближенно стандартное нор-

мальное распределение и  

1 2 0,1 2 0,1 1( ) ( )
(1 )

k np
P x x x x

np p

 
       

.                               (2.3.5) 

(1 ) (1 ) (1 )

k n k np n
P p P

n np p np p np p

 


   
              

.  

Из условий задачи: 10000n  , 0.01  , 1 2p  . Тогда 

4 2 4 210 10 10 10
0.01

50 50(1 )

k k np
P p P

n np p

      
             

 

0,1 0,12 2 (2) ( 2) 2 (2)
(1 )

k np
P

np p

 
             

 

2 0.4772 0.9544    

1 1
0.01 1 0.01 0,0456 0,05

2 2

k k
P P

n n

   
          

   
.  

Оценка по теореме Бернулли дала вероятность 0,25. Более 

точная оценка по формуле Лапласа показала, что не более чем в 
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5% случаев при 10000 подбрасываниях монеты частота выпаде-

ния герба отличается от вероятности более чем на 0,01. 

Пример 2.3.5. Независимые случайные величины iX  рас-

пределены равномерно на отрезке  0,1 . Найти: а) оценку закона 

распределения случайной величины 
100

1 ii
Y X


 в виде функции 

плотности; б) вероятность того, что 55 70Y  . 

 Решение. Если случайные величины iX  независимы и оди-

наково распределены, то, согласно центральной предельной тео-

реме (ЦПТ), случайная величина ii
X  имеет приближенно 

нормальное распределение при n , независимо от того, ка-

кое распределение имеют величины iX . Тогда случайная величи-

на 
100

1 ii
Y X


  имеет плотность распределения приближенную к 

плотности нормального закона

 

2

2

( )1
( ) exp

2 2

Y

Y Y

y a
f y

  

 
  

 
 

, 

где Ya  и Y параметры распределения.    

По формулам для математического ожидания и дисперсии 

равномерного распределения находим: 
0 1 1

2 2
iMX


  , 

2(1 0) 1

12 12
iDX


  , 

1 1

12 2 3iX   . Математическое ожидание 

и дисперсия суммы независимых случайных величин равны сум-

мам их математических ожиданий и дисперсий соответственно: 

 100 100

1 1

1
100 100 50

2
i i ii i

MY M X MX MX
 

        , 

 100 100

1 1

1 25
100

12 3
i ii i

DY D X DX
 

      .  

Параметры нормального распределения случайной величи-

ны Y : 50Ya MY  , 
5

3
Y DY   . Тогда плотность распреде-

ления: 
23 3( 50)

( ) exp
505 2

y
f y



 
  

 
 

. 
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 б) Вероятность попадания случайной величины, имеющей 

распределение близкое к нормальному, в интервал  1 2,y y , опре-

деляется формулой   1 1
1 2

Y Y

Y Y

y a y a
P y Y y

 

    
       

   
,  

Тогда        
70 50 55 50

55 70
5 3 5 3

P Y
    

        
     

       4 3 3 6,93 1,73 1 0,9582 0,0418.        

Замечание. Согласно ЦПТ, случайная величина 
i ii

X nMX
Z

nDX





 

имеет стандартное нормальное распределение. 

Задачи для самостоятельного решения по теме 2.3 

1. 500 раз подбрасывается игральная кость. Какова вероят-

ность того, что частота выпадения шестерки отклонится от 

классической вероятности на 0,05? 

2. Дисперсия каждой из 3600 независимых случайных величин 

равна 5. Оценить вероятность того, что отклонение средней 

арифметической этих случайных величин от средней ариф-

метической их математических ожиданий не превысит 0,25. 

3. Сколько раз нужно подбросить монету, чтобы с вероятно-

стью, не меньшей 0.975, утверждать, что частота выпадения 

герба попадает в интервал (0.4, 0.5). Использовать для оцен-

ки неравенство Чебышева. 

4. Средний размер вклада в отделении банка равен 6000 руб-

лей. Оценить вероятность того, что случайно взятый вклад 

не превысит 10000 рублей. 

5. Складывается 1000 чисел, каждое из которых округлено с 

точностью до 310 . Найти интервал, симметричный относи-

тельно математического ожидания, в котором с вероятно-

стью 0,998 заключена суммарная ошибка. Предполагается, 

что ошибки округления каждого числа независимы и равно-

мерно распределены в интервале  3 30,5 10 ; 0,5 10    . 
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Контрольные вопросы по теме 2.3 (ЗБЧ и ЦПТ) 

1. Запишите формулы для неравенств Чебышева и поясните, в 

чем их смысл? 

2. Запишите формулу для неравенств Маркова и поясните, в 

чем ее смысл? 

3. Как формулируется теорема Бернулли и поясните, в чем со-

стоит ее смысл? 

4. Сформулируйте предельную центральную теорему.  
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ ПО ТЕМАМ 2.1–2.2 

1. Соответствие характеристик с.в. их определениям 

1)   Математическое 

ожидание; 

a) значение случайной величины, 

имеющее наибольшую вероят-

ность; 

     2)   Дисперсия; b) взвешенное среднее всех возмож-

ных значений X , в которых в ка-

честве весов выступают соответ-

ствующие вероятности; 

     3)   Медиана. c) математическое ожидание квад-

ратов отклонений значений X  от 

их среднего; 

 d) средневероятное значение слу-

чайной величины. 

2. Соответствие характеристик ДСВ определяющим их формулам: 

     1)   Математическое 

ожидание; 
a)    

2
;i ii

x MX p  

     2)   Дисперсия; b)   ;i ii
x p  

     3)   Медиана. c)   ( ) ;P X x    

 d)      . . 0.5.мед медP X x P X x     

3. Соответствие закона распределения его аналитическому заданию: 

     1) Биномиальный;  a)     ;
!

k

P X k e
k

    

     2) Гипергеометрический; b)   ( ) ;k k n k
nP X k C p q    

     3) Пуассона; c)   1( ) (1 ) ;kP X k p p     

 
d)   ( ) .

k n k
K N K

n
N

C C
P X k

C


   
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4. Соответствие закона распределения случайной величины формуле 

определяющим ее математическое ожидание 

     1) ( ) ;k k n k
nP X k C p q    a)   ;

nK
MX

N
  

     2)   1( ) (1 ) ;kP X k p p     b)   ;MX   

     3)     ;
!

k

P X k e
k

    
c)   ;MX np  

     4)   ( ) .
k n k
K N K

n
N

C C
P X k

C


   

d)   1 .MX p  

5. Числовыми характеристиками центра диапазона значений с.в. яв-

ляются:  

a)   математическое ожидание; 

b)   медиана; 

c)   мода; 

d)   стандартное отклонение. 

6. Числовыми характеристиками разброса значений случайной вели-

чины являются: 

a)   дисперсия, 

b)   стандартное отклонение, 

c)   математическое ожидание. 

7.  При увеличении всех значений случайной величины в a раз, ее ма-

тематическое ожидание: 

 a)   не изменится; 

 b)   увеличится в a  раз; 

 c)   увеличится в 2a  раз. 

8. При увеличении всех значений случайной величины на a единиц, ее 

математическое ожидание: 

 a)   не изменится; 

 b)   увеличится на a  единиц; 

 c)   уменьшиться на a  единиц. 

9. При увеличении всех значений случайной величины в a раз, ее дис-

персия: 

 a)   не изменится;      b)   увеличится в a  раз; 

 c)   увеличится в 2a  раз. 
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10. При увеличении всех значений случайной величины на a единиц, 

ее дисперсия: 

 a)   увеличится на a единиц ; 

 b)   увеличиться на 2a  единиц; 

 c)   не изменится. 

11. Соответствие между всеми возможными значениями случайной 

величины и их вероятностями называется законом _______ случайной 

величины. 

12. Функция, задающая вероятность попадания значений случайной 

величины в интервал ( , )x , называется функцией _______  случай-

ной величины. 

13. Неотрицательная функция ( )f x , через которую выражается функ-

ция распределения ( ) ( )

x

F x f t dt



  , называется функцией _______  

распределения. 

 14. Свойствами функции распределения являются:  

     a) 0 ( ) 1;F x   c) функция ( )F x  неубывающая; 

     b) ( ) .F x    d) функция ( )F x  возрастающая; 

       e) 0 0 0( 0) ( ) ( ).F x F x P X x     

15. Свойствами функции плотности не являются: 

     a) ( ) 0;f x   d) ( ) ( );F x dx f x  

     b) ( ) 1;f x dx





  e) ( ) ( ) .

b

a

P a X b f x dx     

     c) 
( )

( ) ;
dF x

f x
dx

    
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16. Соответствие характеристик н.с.в. выражениям (или формулам) , 

их определяющим: 

     1) Математическое ожидание; a)  
2

( ) ;x MX f x dx





  

     2) Медиана; b) ( ) ;xf x dx





  

     3) Дисперсия;  c) ( ) ;

x

f x dx






  

     4) Квантиль уровня  d) ( ) 0.5.
mex

f x dx



  

17. Соответствие (закона) распределения его аналитическому выра-

жению (плотности распределения): 

     1)    Равномерное; a) 

2

2

( )

21
( ) ;

2

x a

f x e 

 




  

     2)    Показательное; b)  

0, ;

1
( ) , ;

0, .

x a

f x a x b
b a

x b





  




 

     3)    Нормальное. c)  
0, 0;

( )
, 0.x

x
f x

e x 


 


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18. Соответствие закона распределения случайной величины ее мате-

матическому ожиданию: 

     1) 

0, ;

1
( ) , ;

0, .

x a

f x a x b
b a

x b





  




 a)  ;MX   

     2) 
0, 0;

( )
, 0.x

x
f x

e x 


 



 b)   ;
2

a b
MX


  

     3) 

2

2

( )

21
( ) .

2

x a

f x e 

 




  c)   .MX a  

19 . Соответствие функции плотности распределения с.в. ее графику: 

     1) 

0, ;

1
( ) , ;

0, .

x a

f x a x b
b a

x b





  




 а) 

 

     2) 

2

2

( )

21
( ) ;

2

x a

f x e 

 




  b) 

 

     3) 
0, 0;

( )
, 0.x

x
f x

e x 


 



 c) 
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ЧАСТЬ 3. СОВМЕСТНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Основные понятия: 

 совместное распределение двух случайных величин 

  таблица совместного распределения двух дискретных слу-

чайных величин  

 функция распределения двух случайных величин 

 плотность распределения двух случайных величин 

 независимость двух случайных величин 

 условное распределение одной из случайных величин при 

заданном значении другой 

 условное математическое ожидание одной из случайных ве-

личин при заданном значении другой 

 ковариация, коэффициент корреляции двух случайных ве-

личин. 
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ТЕМА 3.1. СОВМЕСТНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ  
ДВУХ ДИСКРЕТНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

 

Литература: [1] – гл. 14, § 1–6; [5] – гл. 3, п. 3.1–3.8; [2] – 

гл. 8, § 1, 2;   

  

Пример 3.1.1. Задано совместное  дискретное распределе-

ние случайных величин ,X Y :  ,ij i j i jp P X x Y y kx y    , где 

k положительная константа. Случайные величины X  и Y  могут 

принимать целые значения 1, 2, 3. Построить таблицу совместно-

го распределения случайных величин ,X Y , таблицы распределе-

ния каждой из случайных величин в отдельности. Найти вероят-

ность  5P X Y  . 

 Решение. Константу k  найдем из условия 
3 3

1 1
1iji j

p
 

  . 

3 3

1 1
2 3 2 4 6 3 6 9 36 1i ji j

kx y к к к к к к к к к k
 

            , 

откуда 1 36k  . Тогда  таблица совместного распределения слу-

чайных величин ,X Y  имеет вид 

 

\X Y  1 2 3 jp  

1 

2 

3 

1 36 2 36 3 36  

2 36 4 36 6 36  

3 36 6 36 9 36 

6 36  

12 36 

18 36  

ip  6 36 12 36 18 36  1 

На пересечении i-й строки и j-го столбца таблицы стоит число 

1
( , )

36
ij i j i jp P X x Y y x y    .  

Распределение каждой из случайных величин в отдельности 

получим с помощью суммирования по столбцам и строкам соот-

ветственно:  
3

1j iji pp ,  
3

1i ijj pp . Эти распределения 

приведены в последнем столбце и последней строке таблицы. 

Суммирование вероятностей в них, очевидно, также дают 1. 
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 Событию  5X Y   соответствует ровно один исход слу-

чайного эксперимента  3, 3X Y  . Вероятность этого исхода 

     5 6 3, 3 1 4P X Y P X Y P X Y         . 

Пример 3.1.2. Задана таблица совместного распределения  

случайных величин ,X Y  

\X Y  –1 0 1 

1 0.15 0.30 0.35 

2 0.05 0.05 0.10 

Построить функцию распределения случайных величин ,X Y .  

Решение. По определению, функция совместного распреде-

ления двух случайных величин ,X Y : ( , ) ( , )F x y P X x Y y   .  

В области ( 1) ( 1)x y    : ( , ) ( 1, 1) 0F x y P X Y     , 

так как X  не принимает значений меньше 1, а Y меньше 1 . 

В прямоугольнике (1 2) ( 1 0)x y      : 

( , ) ( 2, 0) ( 1, 1) 0.15F x y P X Y P X Y        . 

(1 2) (0 1)x y     : ( , ) ( 2, 1)F x y P X Y     

( 1, 1) ( 1, 0) 0.15 0.30 0.45P X Y P X Y          , 

 (1 2) ( 1)x y    : ( , ) ( 2, (1, ))F x y P X Y y       

( 1, 1) ( 1, 0) ( 1, 1) 0.80P X Y P X Y P X Y           , 

( 2) ( 1 0)x y     :  ( , ) (2, ), 0F x y P X x Y       

( 1, 1) ( 2, 1) 0.15 0.05 0.20P X Y P X Y           , 

( 2) (0 1)x y    :  ( , ) (2, ), 1F x y P X x Y       

0.15 0.05 0.30 0.05 0.55     , 

( 2) ( 1)x y   :  ( , ) (2, ), (1, )F x y P X x Y y         

0.15 0.05 0.30 0.05 0.35 0.10 1       . 

Представим функцию распределения в виде таблицы 

 

 

 

 

 

\X Y  1y    1 0y    0 1y   1y   

1x   0 0 0 0 

1 2x   0 0.15 0.45 0.80 

2x   0 0.20 0.55 1 
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Функция распределения имеет ступенчатый вид и имеет разрывы 

при тех значениях x  и y , при которых вероятности 

( , )P X x Y y   отличны от нуля. При этом вероятность  

( , ) ( 0, 0) ( , 0) ( 0, ) ( , )P X x Y y F x y F x F x y F x y          , 

т.е. равна величине скачка функции распределения в точке  ,x y . 

 

Пример 3.1.3. Функция распределения случайных величин 

,X Y  ( , )F x y  задана в виде таблицы:  

 

Построить таблицу совместного распределения случайных вели-

чин ,X Y .  

 Решение. Из таблицы видим, что функция распределения 

имеет ступенчатый вид и терпит разрывы при значениях 2; 4x   

и 1; 2; 3y  . Следовательно, случайные величины X  и Y  дис-

кретны, и отличны от нуля только вероятности пар значений 

,X Y : (2,1); (2,2);(2,3); (4,1); (4,2);(4,3) , при этом  они равны ска-

чу функции  распределения в соответствующих точках 

( , ) ( 0, 0) ( , 0) ( 0, ) ( , )P X x Y y F x y F x F x y F x y          .

( 2, 1) (2 0; 1 0) (2;1 0) (2 0;1) (2;1)P X Y F F F F            

0.25 0 0 0 0.25     ,  
( 2, 2) (2 0;2 0) (2;2 0) (2 0;2) (2;2)P X Y F F F F            

0.30 0 0.25 0 0.05     , 
( 2, 3) (2 0;3 0) (2;3 0) (2 0;3) (2;3)P X Y F F F F            

0.4 0 0.3 0 0.1     , 
( 4, 1) (4 0;1 0) (4;1 0) (4 0;1) (4;1)P X Y F F F F            

                                                                  0.40 0.25 0 0 0.15     , 
( 4, 2) (4 0; 2 0) (4;2 0) (4 0;2) (4;2)P X Y F F F F            

0.75 0.30 0.40 0.25 0.3     , 
( 4, 3) (4 0; 3 0) (4;3 0) (4 0;3) (4;3)P X Y F F F F            

1 0.40 0.75 0.30 0.15     . 

 

 

\X Y  1y   1 2y   2 3y   3y   

2x   0 0 0 0 

2 4x   0 0.25 0.30 0.40 

4x   0 0.40 0.75 1 
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Таблица совместного распределения случайных величин ,X Y : 

\X Y  1 2 3 

2 0.25 0.05 0.10 

4 0.15 0.30 0.15 

 

Сумма вероятностей по индексам i  и j  должна быть рана едини-

це. Проверка: 1ijj i
p   . 

 

Пример 3.1.4. Условия примера 4.2. Установить, зависимы 

ли случайные величины X  и Y . Определить степень этой зави-

симости. 

Решение. Таблица совместного распределения   

\X Y  -1 0 1 

1 0.15 0.30 0.35 

2 0.05 0.05 0.10 

 

Для решения задачи нам потребуются распределения каж-

дой из случайных величин в отде6льности. Мы их получим  сум-

мированием соответственно по столбцам  
2

1j iji pp  и строкам 

 
2

1i ijj pp таблицы совместного распределения: 

ix  1 2  jy  -1 0 1 

ip  0.80 0.20 jp  0.20 0.35 0.45 

 

Для независимых случайных величин jiij ppp   . Для 

установления зависимости X  и Y , достаточно проверить, что это 

условие не выполняется хотя бы для одной пары значений X  и 

Y . ,15.011 p  16.02.08.011   pp . Видим, что 1111   ppp , 

следовательно, случайные величины X  и Y  зависимы. 

Убедиться, что случайные величины ,X Y  зависимы, можно 

также, вычислив их ковариацию. Если cov( , ) 0X Y  , случайные 

величины независимы, в противном случае они зависимы. Сте-

пень зависимости характеризуется величиной коэффициента кор-

реляции  ,X Y . 

    cov( , ) ( )X Y M X MX Y MY M XY MX MY       ,  
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 
cov( , )

,
X Y

X Y
DX DY

 


. 

Вычислим все составляющие этих формул: 

1 0,8 2 0,2 1,2MX      , 2 2 21 0,8 2 0,2 1,6MX      , 

 
22 1,6 1,44 0,16DX MX MX     , 

1 0,2 0 0,35 1 0,45 0,25MY        
2 2 2 2( 1) 0,2 0 0,35 1 0,45 0,65MY        

 
22 1,65 0,625 1,025DY MY MY      .  

Математическое ожидание произведения случайных величин  

,X Y  найдем, используя таблицу совместного распределения слу-

чайных величин ,X Y : 

  1 ( 1) 0,15 1 0 0,3 1 1 0,35 2 ( 1) 0,05M X Y                 

2 0 0,05 2 1 0,1 0,4       . 

cov( , ) 0,4 1,2 0,25 0,1 0X Y      , 

 
0,1

, 0,25
0,16 1,025

X Y  


. 

Полученные значения ковариации и коэффициента корреля-

ции говорят о том, что зависимость между случайными перемен-

ными ,X Y  существует, при этом она положительная и достаточ-

но слабая.  

 

 Пример 3.1.5. Задана таблица совместного распределения 

случайных величин ,X Y   

\X Y  -1 0 1   

1 0.15 0.30 0.35 0.8 

2 0.05 0.05 0.10 0.2 

  0.2 0.35 0.45 1 

 

Построить таблицы условного распределения случайной величи-

ны Y  при 1X   и 2X  . Найти условные математические ожи-

дания  / 1M Y X   и  / 2M Y X  . 

Решение. Условное распределение случайной величины Y  

при заданном значении X  определяется формулой 
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( , )
( / )

( )

i j
j i

i

P X x Y y
P Y y X x

P X x

 
  


. 

Вычислим вероятности: 

 
( 1, 1) 0.15 3

( 1/ 1)
( 1) 0.8 16

P X Y
P Y X

P X

  
     


,  

( 1, 0) 0.30 6
( 0/ 1)

( 1) 0.8 16

P X Y
P Y X

P X

 
    


,  

( 1, 1) 0.35 7
( 1/ 1)

( 1) 0.8 16

P X Y
P Y X

P X

 
    


. 

Таблица условного распределения Y  при 1X   

jy  -1 0 1 

( / 1)jP Y y X   
3

16
 

6

16
 

7

16
 

 

Условное математическое ожидание случайной величины Y  

при условии, что iX x  равно   / ( / )i j j i

j

M Y x y P Y y X x   . 

 
3 6 7 1

/ 1 ( / 1) 1 0 1
16 16 16 4

j j

j

M Y X y P Y y X            . 

 Аналогично для 2X  : 

( 2, 1) 0.05 1
( 1/ 2)

( 2) 0.2 4

P X Y
P Y X

P X

  
     


,  

( 2, 0) 0.05 1
( 0/ 2)

( 2) 0.2 4

P X Y
P Y X

P X

 
    


,  

( 2, 1) 0.10 1
( 1/ 2)

( 2) 0.2 2

P X Y
P Y X

P X

 
    


. 

 

jy  -1 0 1 

( / 2)jP Y y X   
1

4
 

1

4
 

1

2
 

 
1 1 2 1

/ 2 ( / 2) 1 0 1
4 4 4 4

j j

j

M Y X y P Y y X            . 
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Контрольные вопросы по теме 3.1 

1. Как определяется совместное распределение двух дискрет-

ных случайных величин? 

2. Приведите пример таблицы распределения двух дискретных 

случайных величин ,X Y , которые могут принимать значе-

ния 0 и 1. 

3. Как определяется распределение одной случайной величины 

по таблице распределения двух случайных величин? По-

стройте эти таблицы по примеру в пункте 2. 

4. Как определяется функция распределения двух случайных 

величин? 

5. Сформулируйте свойства функции распределения. 

6. Сформулируйте условие независимости двух дискретных 

случайных величин. 

7. Как определяется условное распределение одной из случай-

ных величин при заданном значении другой в случае дис-

кретного распределения? 

8. Как определяется условное математическое ожидание одной 

из случайных величин при заданном значении другой в слу-

чае дискретного распределения? 

9. Как определяется коэффициент корреляции двух случайных 

величин? 

10. Перечислите свойства коэффициента корреляции. 
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Задачи для самостоятельного решения по теме 3.1 

1. Один раз подбрасывается игральная кость. Случайные вели-

чины: 1X  , если выпало четное число очков, и 0X   в 

противном случае; 1Y  , если выпало число очков, кратное 

трем и 0Y   в противном случае. Построить таблицу рас-

пределения случайных величин ,X Y  и таблицы распределе-

ния каждой из случайных величин в отдельности. 

2. Построить функцию совместного распределения случайных 

величин ,X Y  в условиях примера 1.  

3. Функция распределения случайных величин ,X Y  ( , )F x y  

задана в виде таблицы:  

 

         

 

 

 

Построить таблицу совместного распределения ,X Y .  

4. Дана таблица распределения случайных величин ,X Y  

 

 

 

 

 

Вычислить коэффициент корреляции случайных величин 
,X Y  

5. По условиям задачи 4 найти условные распределения слу-

чайной величины X  при 0, 2, 4Y  . Найти условные мате-

матические ожидания  / 0M X Y  ,  / 2M X Y  , 

 / 4M X Y  . 

\X Y  1y   1 3y   3 5y   5y   

2x   0 0 0 0 

2 4x   0 0.1 0.3 0.5 

4x   0 0.3 0.7 1 

\X Y  0 2 4 

1 0.05 0.10 0.15 

2 0.10 0.15 0.10 

3 0.05 0.10 0.20 
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ТЕМА 3.2. СОВМЕСТНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ  
ДВУХ НЕПРЕРЫВНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Литература: [1] – гл. 14, § 7, 8, ; [5] – гл. 3, п. 3.1- 3.8; [2] – 

гл. 8, § 3, 4;   

 

Пример 3.2.1. Случайные величины ,X Y  распределены 

равномерно в области D , где Dчетверть круга 2 2 1x y  , 

0x  , 0y  . Записать функцию плотности совместного распреде-

ления ( , )f x y .  

Решение. Равномерное распределение в заданной области 

задается формулой ( , )f x y c , где c  константа. Плотность рас-

пределения должна удовлетворять условию ( , ) 1f x y dxdy

 



  . 

Воспользуемся им для нахождения с. При вычислении интеграла 

( , )f x y dxdy

 



   перейдем в полярную систему координат, где 

элемент площади dxdy rdrd . При этом учтем, что переменная 

r  меняется от 0 до  , а  от 0 до 2 , а в области интегрирова-

ния r  меняется от 0 до 1, а   от 0 до / 2 , а также, что опреде-

ленный интеграл от 0 равен нулю. 
12 1 / 2 2

2
0

0 0 0 0 0

( , ) 1
2 4

r c
f r rdrd сrdrd c

 


   


        , откуда 
4

c


 .  

Тогда плотность распределения имеет вид 
2 24 ,   1, 0, 0;

( , )
0, .

в области x y x y
f x y

в остальных точках

    
 


 

 

Пример 3.2.2. Задана плотность совместного распределения 

случайных величин ,X Y : 

( ), 0 1, 0 1;
( , )

0, .

c x y при x y
f x y

в остальных случаях

    
 

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Найти константу с и плотности распределения случайных вели-

чин X  и Y . Установить, зависимы ли случайные величины X  и 

Y . 

Решение.  Константу найдем из условия ( , ) 1f x y dxdy

 



  .  

11 1 1 2

0 0 0 0

( ) ( )
2

x
c x y dxdy c dy x y dx c yx dy

 



 
       

 
      

 
11

2

00

1 1
1

2 2
c y dy c y y c
 

      
 
 , откуда 1c  . 

Здесь мы также учли, что плотность распределения отлична от 0 

только в области 0 1, 0 1x y    . 

Плотности распределения случайных величин X  и Y  в от-

дельности определяются интегрированием функции ( , )f x y  по 

переменным y  и x  соответственно. 
11 2

0 0

1
( ) ( , ) ( ) ( )

2 2

y
f x f x y dy x y dy x y dy xy x

 

 

 
          

 
    

11 2

0 0

1
( ) ( , ) ( ) ( )

2 2

x
f y f x y dx x y dx x y dx xy y

 

 

 
          

 
   .  

Для независимых случайных величин X  и Y  

( , ) ( ) ( )f x y f x f y  .  

1 1 1
( ) ( )

2 2 2 2 4

x y
f x f y x y xy

   
           

   
, ( , )f x y x y  . 

( , ) ( ) ( )f x y f x f y  , следовательно, случайные величины  X  и Y  

зависимы. 

 

 Пример 3.2.3. По условиям примера 3.2.2 найти: функцию 

совместного распределения случайных величин ,X Y ;  

вероятность попадания ,X Y  в квадрат 
1 1

0 0
2 2

x y    , 

Решение. 
, 0 1, 0 1;

( , )
0, .

x y при x y
f x y

в остальных случаях

    
 

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По определению функции распределения 

( , ) ( , ) ( , )

yx

F x y P X x Y y f t s dsdt



      .  

В области ( 0) ( 0)x y   : 

0 0

( , ) (0,0) ( 0, 0) 0 0F x y F P X Y dsdt



        . 

В прямоугольнике (0 1) ( 0 1)x y     : 

0 0

( , ) ( ) ( )

y yx x

F x y s t dsdt s t dsdt



         

2 2 2 2

0 00 0

( )

2 2 2 2 2

y xx x
s y y t yt xy x y

st dt yt dt
      

                
     
  . 

В области (0 1) ( 1)x y    : 

1

0 0 1

( , ) ( ) 0

yx

F x y s t ds ds dt
 
    
 
 
    

1
2 2 2

0 00 0

1

2 2 2 2 2

xx x
s t t x x

st dt t dt
     

                 
   

Аналогично в области ( 1) (0 1)x y     получим: 

1 2

0 0 1

( , ) ( ) 0
2

y x
y y

F x y s t dt dt ds
  

    
 
 
   . 

( 1) ( 1)x y   : 

1 1

0 0 1 1

( , ) ( ) 0

yx

F x y s t dsdt dsdt         

1 11 12 2

0 00 0

1
1

2 2 2 2

s t t
st dt t dt

    
                 
  . 

 Таким образом, функция распределения имеет вид: 



 91 

2 2

2

2

0, 0 0;

( ) 2, 0 1, 0 1;

( , ) ( ) 2, 0 1 1;

( ) 2, 1 0 1;

1, 1 1.

при x или y

x y xy при x y

F x y x x при x и y

y y при x и y

при x и y

 


    


    


   
  


 

 Вероятность попадания пар значений ,X Y  в прямоугольник 

,a x b c y d    :  

 , ( , ) ( , )P a X b c Y d P a X b c Y d P X b Y d              

( , ) ( , ) ( , )P X b Y c P X a y d P X a Y c           

       , , , ,F b d F b c F a d F a c    . Тогда 

 
1 1 1 1 1 1

0 , 0 , , 0 0, 0, 0
2 2 2 2 2 2

P X Y F F F F
       

               
       

 

1 1 1
. 0 0.

2 2 2

( ) ( ) ( ) 1
0

2 2 2 8x y x y x y

xy x y xy x y xy x y

     

  
     . 

В случае непрерывного распределения для вычисления ве-

роятности попадания в прямоугольник ,a x b c y d     можно 

воспользоваться свойством плотности распределения 

( , ) ( , )

b d

a c

P a X b c Y d f x y dydx       .  

1/ 21/ 2 1/ 2 1/ 2 2

0 0 0 0

1 1
0 , 0 ( )

2 2 2

y
P X Y x y dy dx xy dx

    
                   

  

 
1/ 21/ 2 2

0 0

1 1

2 8 4 8 8

x x x
dx

  
           
 . 
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Пример 3.2.4. Задана функция распределения случайных 

величин ,X Y  

0, 0 0;

( , ) sin sin , 0 2, 0 2;

1, .

при x или y

F x y x y при x y

в остальных случаях

 

 


     



 

Найти плотность распределения и вероятность попадания пары 

,X Y  в прямоугольник (0 /6) ( /6 / 2)x y       . 

 Решение. Используем свойство  плотности распределения 
2 ( , )

( , )
F x y

f x y
x y




 
.  

( , )
sin cos

F x y
x y

y


 


, 

2 ( , )
cos cos

F x y
x y

x y


 

 
. 

Таким образом: 

cos cos , 0 2, 0 2;
( , )

0, .

x y при x y
f x y

в остальных случаях

     
 


 

Для вычисления вероятности воспользуемся формулой 

( , ) ( , )

b d

a c

P a X b c Y d f x y dydx        

 
/ 6 / 2

0 / 6

0 / 6, / 6 / 2 cos cosP X Y xdx ydy

 



           

/ 6 / 2

0 / 6

1 1 1
sin sin 1

2 2 4
x y
 



 
     

 
. 

 

Пример 3.2.5. Условия примера 5.2. Найти коэффициент 

корреляции случайных величин ,X Y .  

Решение. Коэффициент корреляции двух случайных вели-

чин определяется формулой  

 
cov( , )

,
X Y

X Y
DX DY

 


, где cov( , ) ( )X Y M XY MX MY   . 

Плотность совместного распределения случайных величин 

,X Y : 
0 1, 0 1;

( , )
0 .

x y при x y
f x y

в остальных случаях

    
 


. 
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Плотности ( ), ( )f x f y  найдены в примере 5.2. 
11 3 2

0 0

1 7
( )

2 3 4 12

x x
MX xf x dx x x dx





  
            
  ,  

11 3 2

0 0

1 7
( )

2 3 4 12

y y
MY yf y dy y y dy





  
            
  . 

 
1 1

0 0

( , ) ( )M X Y xyf x y dxdy dy xy x y dx

 



         

1 1 11 13 2 2 2 2 3

0 00 0 0

1

3 2 3 2 6 3

x y x y y y y y
dy dy

                

  , 

11 4 3
2 2 2

0 0

1 7
( )

2 4 3 12

x x
MX x f x dx x x dx





  
            
  , 

11 4 3
2 2 2

0 0

1 7
( )

2 4 3 12

y y
MY y f y dx y y dy





  
            
  . 

 
22 7 49 35

12 144 144
DX MX MX     ,  

22 35

144
DY MY MY   . 

1 7 7 1
cov( , ) ( )

3 12 12 72
X Y M XY MX MY        ,  

 
cov( , ) 1 72 2

, 0.06
35 144 35

X Y
X Y

DX DY


 
    


. 

Этот результат показывает, что связь между случайными пере-

менными X  и Y  отрицательная и очень слабая, так как коэффи-

циент корреляции отрицателен и близок к нулю. 

  

 Пример 3.2.6. Условия примера 5.2. Построить функции ре-

грессии Y  на x  и X  на y  

Решение. Функцией регрессии Y  на x  называется условное 

математическое ожидание случайной величины Y  при заданном 

значении X x , т.е. функция  ( ) /x M Y x   и соответственно 
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 ( ) /y M X y  . Чтобы построить эти функции, нам потребуют-

ся условные законы распределения случайных величин X  и Y . 

Условные плотности распределения одной случайной вели-

чины при заданном значении другой  задаются формулами: 

( , )
( / )

( )

f x y
f y x

f x
 ,      

( , )
( / )

( )

f x y
f x y

f y
 . 

Плотности 
1

( )
2

f x x   и 
1

( )
2

f y y   найдены в примере 5.1. 

( , )f x y x y  . Тогда 

2( )
( / )

2 1

x y
f y x

x





,  

2( )
( / )

2 1

x y
f x y

y





 

 Условное математическое ожидание  

 / ( / )M Y x y f y x dy





 
1 1

0 0

2( ) 2
( )

2 1 2 1

x y
y dy y x y dy

x x


  

     

1
2 3

0

2 2 1

2 1 2 3 2 1 2 3

xy y x

x x

   
           

.  

Функция регрессии Y  на x : 
2 1

( )
2 1 2 3

x
x

x


 
  

  
. 

В силу симметрии плотности распределения регрессия X  на y  

задается функцией 
2 1

( )
2 1 2 3

y
y

y


 
  

  
. 

  

Пример 3.2.7. Задана плотность совместного распределения 

случайных величин ,X Y  
2 24

6
1

( , )
3

x y

f x y e





  

Определить, зависимы ли случайные величины X  и Y . Найти ве-

роятность попадания точки  ,X Y  в прямоугольник: 1, 2x y  . 

 Решение. Случайные величины X  и Y  независимы, если 

плотность совместного распределения удовлетворяет условию 

( , ) ( ) ( )f x y f x f y  . Плотность ( , )f x y  может быть представлена 

в виде   
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2

222 2

2

34 2
22( 3)6

1 1 1
( , )

3 3 2 3
2

2

y

xx y

f x y e e e
 




 

   
    . 

( , ) ( ) ( )f x y f x f y  , следовательно, случайные величины X  и Y  

независимы. При этом случайная величина X  имеет нормальное 

распределение с параметрами 0a  , 3  , Y нормальное рас-

пределение с параметрами 0a  , 3 2  . 

В общем случае плотность совместного нормального распределе-

ния двух случайных величин определяется формулой  

 

      
2 2

2 22

1

2 2 21

2

1
( , )

2 1

X X Y Y

X X Y Y

x a x a y a y a

r

X Y

f x y e
r

   

 

    
   
   


, 

где r коэффициент корреляции случайных переменных ,X Y . 

Для независимых переменных коэффициент корреляции и кова-

риация    X YM X a Y a   равны нулю, и мы получим: 

   
2 2

2 22 21
( , ) ( ) ( )

2

X Y

X Y

x a y a

X Y

f x y e f x f y
 

 

  
  
 
    . 

 Вероятность попадания ,X Y  в прямоугольник 1, 2x y  . 

Так как случайные величины ,X Y  независимы, вероятность по-

падания пары ,X Y  в прямоугольник 1, 2x y   равна произве-

дению вероятностей попадания каждой случайной величины в 

интервалы 1x   и 2y   соответственно: 

     1, 2 1 2P X Y P X P Y        

0,1 0,1

1 4
2 1 2 1

3 3

      
            

      
 

   2 0.7150 1 2 0.9886 1 0.42       . 
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Контрольные вопросы по теме 3.2 

1. Как определяется совместное распределение двух непре-

рывных случайных величин? 

2. Как определяется плотность распределения двух случайных 

величин? 

3. Сформулируйте свойства плотности распределения. 

4. Как определяется вероятность попадания пары случайных 

величин в заданную область? 

5. Как определяется плотность каждой случайной величины по 

плотности совместного распределения двух случайных ве-

личин? 

6. Сформулируйте условие независимости двух непрерывных 

случайных величин. 

7. Как определяется условная плотность распределения одной 

из случайных величин при заданном значении другой? 

8. Как определяется условное математическое ожидание одной 

из случайных величин при заданном значении другой в слу-

чае непрерывного распределения? 

9. Что называется функцией регрессии Y  на x  ( X  на y )? 

10. Как определяется коэффициент корреляции двух случай-

ных величин? 
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Задачи для самостоятельного решения по теме 3.2 

1. Задана плотность совместного распределения случайных 

величин ,X Y : 

, 0, 0;
( , )

0, .

x yce при x y
f x y

в остальных случаях

   
 


 

Найти константу с и плотности распределения случайных 

величин X  и Y . Установить, зависимы ли случайные вели-

чины X  и Y . 

2. Задана плотность совместного распределения случайных 

величин ,X Y : 

(1 ), 0 1, 0 1;
( , )

0, .

c xy при x y
f x y

в остальных случаях

    
 


 

Найти константу с и плотности распределения случайных 

величин X  и Y . Установить, зависимы ли случайные вели-

чины X  и Y . 

3. По условиям задачи 1 найти: функцию совместного распре-

деления случайных величин ,X Y  и вероятность 

 0, 1P X Y  . 

4. По условиям примера 2 найти коэффициент корреляции 

случайных величин ,X Y . Построить функцию регрессии X  

на y . 
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ПРИМЕРЫ ТЕСТОВЫХ ЗАДАНИЙ ПО ТЕМАМ 3.1–3.2 

1. Дискретное распределение случайных величин ,X Y  задает-

ся формулой: 

а)  ,ij i jp P X x Y y   ,  1iji j
p   ; 

б)  ,ij i jp P X x Y y   ,  1iji j
p   ; 

в)  ,ij i jp F x y ,  1iji j
p   . 

 

2. Функция распределения случайных величин ,X Y  определя-

ется следующим образом 

а) ( , ) ( , )F x y P X x Y y    

б) ( , ) ( , )F x y P X x Y y    

в) ( , ) ( , )F x y P X x Y y    

 

3. Свойствами функции распределении случайных величин 

,X Y  не являются:  

а) 0 ( , ) 1F x y  ; 

б) ( , )F x y   ; 

в) ( , )F x y  убывающая функция по каждой из переменных 

,x y ; 

г) ( , )F x y  неубывающая функция по каждой из переменных 

,x y . 

  

4. Непрерывное распределение случайных величин ,X Y  зада-

ется функцией плотности ( , )f x y , удовлетворяющей усло-

вию: 

а) ( , ) ( , )

yx

F x y f t s dsdt



   ; 

б) ( , ) ( , )F x y f x y dxdy

 



   ; 

в) 

0 0

( , ) ( , )

yx

F x y f t s dsdt   . 
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5. Свойствами плотности распределения случайных величин 

,X Y  не являются: 

а) ( , ) 0f x y  ;   б) ( , )f x y    ; 

в) ( , ) 1f t s dsdt

 



  ;   г) ( , ) ( , )f t s dsdt F x y

 



  ; 

 д) 
2 ( , )

( , )
F x y

f x y
x y




 
. 

 

6. Для независимых случайных величин ,X Y  выполняется 

условие: 

а) ( , ) ( ) ( )F x y F x F y  ; 

б) ( , ) ( ) ( )F x y F x F y  ; 

в) ( , ) ( ) ( )F x y F x F y  . 

 

7. Для независимых случайных величин ,X Y , имеющих дис-

кретное распределение, выполняется условие: 

а)      ,i j i jP X x Y y P X x P Y y      ; 

б)      ,i j i jP X x Y y P X x P Y y       ; 

в)    , /i j i jP X x Y y P X x Y y     . 

 

8. Для независимых случайных величин ,X Y , имеющих не-

прерывное распределение, выполняется условие: 

а) ( , ) ( ) ( )f x y f x f y  ; 

б) ( , ) ( ) ( )f x y f x f y  ; 

в) ( , ) ( )f x y f x y  . 

 

9. Условное распределение дискретной случайной величины 

X  при заданном значении случайной величины jY y  

определяется формулой: 

( , )
( / )

( )

i j
i j

j

P X x Y y
P X x Y y

P Y y

 
  


. 
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10. Плотность условного распределения непрерывной слу-

чайной величины X  при заданном значении случайной ве-

личины Y y  определяется формулой: 

а) 
( , )

( / )
( )

f x y
f x y

f y
 ; 

б) 
( , )

( / )
( )

f x y
f y x

f x
 ; 

в) 
( , )

( / )
( )

f x y
f y x

f y
 . 

 

11. Математическое ожидание произведения двух незави-

симых случайных величин ( )M X Y  равно: 

а) MX MY ;   б) MX MY ;   в)  M X Y . 

 

12. Дисперсия суммы двух зависимых случайных величин 

( )D X Y равна:  

а)  2 ( )DX DY M X Y MX MY     ; 

б) DX DY ;   

в) DX DY . 

 

13. Математическое ожидание произведения двух зависи-

мых дискретных случайных величин ,X Y  определяется 

формулой: 

а)    ,i j i ji j
M X Y x y P X x Y y     ; 

б)      i j i ji j
M X Y x y P X x P Y y      ; 

в)    ,i ji j
M X Y P X x Y y     . 

 

14. Математическое ожидание произведения двух зависи-

мых непрерывных случайных величин ,X Y  определяется 

формулой: 

а)   ( , )M X Y xy f x y dxdy

 



    ; 
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б)   ( ) ( )M X Y xy f x f y dxdy

 



    ; 

в)   ( )M X Y xy f x y dxdy

 



    . 

 

15. Ковариация  cov ,X Y  случайных величин ,X Y  опре-

деляется формулой: 

а)     M X MX Y MY   ; 

б)  M X Y ; 

в)    M X MX M Y MY   . 

 

16. Ковариация двух независимых случайных величин равна:  

а) 1;     б) –1;     в)  0;   г) 0.5. 

 

17. Коэффициент корреляции случайных величин ,X Y  

определяется формулой: 

а)  
    

,
M X MX Y MY

X Y
DX DY


  




; 

б)  
    

 
,

M X MX Y MY
X Y

D X Y


  



; 

в)  
 

,
M X Y

X Y
DX DY







. 

 

18. Коэффициент корреляции случайных величин характе-

ризует степень их ______ . 

 

19. Коэффициент корреляции случайных величин ,X Y  

принимает значения в диапазоне: 

а)  0,1 ;     б)  1,1 ;    в)  1,1 ;   г)  ,  . 

 

20. Коэффициент корреляции двух независимых случай-

ных величин равен: 

а)  1;      б)  -1;     в)  0;   г) 0.5. 
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21. Коэффициент корреляции двух случайных величин, 

связанных между собой линейной зависимостью Y aX b  , 

где 0a   равен: 

а)  1;      б)  –1;     в)  0;   г) 0.5. 

 

22. Коэффициент корреляции двух случайных величин, 

связанных между собой линейной зависимостью Y aX b  , 

где 0a   равен: 

а)  1;      б)  –1;     в)  0;   г) 0.5. 

 

23. Условное математическое ожидание дискретной слу-

чайной величины X  при заданном значении случайной ве-

личины jY y  определяется формулой: 

а)    / /j i i ji
M X Y y x P X x Y y    ; 

б)    / ,j i i ji
M X Y y x P X x Y y    ; 

в)    / /j i j i ji
M X Y y x y P X x Y y    . 

 

24. Условное математическое ожидание непрерывной слу-

чайной величины X  при заданном значении случайной ве-

личины Y y  определяется формулой: 

а)  / ( / )M X Y y x f x y dx





   ; 

б)  / ( , )M X Y y x f x y dx





   ; 

в)  / ( / )M X Y y x y f x y dx





   .  

 

25. Функцией регрессии Y  на x  называется функция: 

а)  ( ) /x M Y x  ; 

б)  ( ) /x M X y  ; 

в)  ( ) /x M Y y  . 
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ТАБЛИЦЫ 

 

Таблица 1. 
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Таблица 2. Значение функции 

2 2

0

1
( )

2

х

tФ x e dt


 
 

 
 



 
Таблица 3. Блок-схема: выбор подходящей комбинаторной формулы 

Все n  элементов множества 

участвуют в комбинациях 

перестановки 

порядок элементов имеет значение 

размещения сочетания 

элементы  

повторяются 

элементы  

повторяются 
 

элементы  

повторяются 
 

1, ,

1

!

! !
kn n n

k

n
P

n n
  

 

!nP n  

r
r

nA n
 

!

( )!

r

n

n
A

n r



 

1

r
r

n n rC C  
 

!

!( )!

r

n

n
C

r n r



 

да 

да нет 

нет 

да нет 

да нет да нет 
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Таблица 4. Дискретные законы распределения 
 

ВИД (НАЗВАНИЕ) 

 ЗАКОНА 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

ДИАПАЗОН  

ЗНАЧЕНИЙ С.В. X  

ЗАКОН  

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

( )kp P X k 
 

ПАРАМЕТРЫ  

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

СВЯЗЬ ЧИСЛОВЫХ 

ХАРАКТЕРИСТИК 

С ПАРАМЕТРАМИ 

Бернулли {0,1} 
 1P X p  ,

 0P X q    

( 1 )p q p   MX p  

DX pq  

Биномиальное {0,1,2, , }nK  k k n k
nC p q   , ( 1 )n p q p   

MX np  

DX npq  

Пуассона {0,1,2,3, , ,...}nK  
!

k

e
k

     
MX   

DX   

Геометрическое {0,1,2,3, , ,...}nK  kpq  ( 1 )p q p   
MX q p  

2DX q p  

Геометрическое +1 {1,2,3, , ,...}nK  1kpq 
 ( 1 )p q p   

1MX p  
2DX q p  

Гипергеометрическое 

от

 max 0, N K n 

 до  min ,n K  

k n k
K N K

n
N

C C

C


  , ,n N K  

nK
MX

N
 , 

1 1
1

nK K n
DX

N N N
  



  
  
  
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Таблица 5. Непрерывные законы распределения 
 

ВИД   

ЗАКОНА 

ФУНКЦИЯ  

ПЛОТНОСТИ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

( )f x  

ФУНКЦИЯ  

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  

( )F x  

ПАРА- 

МЕТРЫ, 

ОБО-

ЗНА-

ЧЕНИЕ 

ИНТЕРВАЛЬНАЯ  

ВЕРОЯТНОСТЬ 

 1 2

2 1( ) ( )

P x X x

F x F x

  

 
 

СВЯЗЬ  

ЧИСЛОВЫХ  

ХАРАКТЕРИСТИК 

С ПАРАМЕТРАМИ 

Равномерный 

0,

1
,

0,

x a

a x b
b a

x b





 



 

0,

,

1,

x a

x a
a x b

b a

x b





 




 [ , ]R a b  2 1x x

b a




 

2

a b
MX


 , 

2( )

12

b a
DX


  

Показа- 

тельный 

0, 0

, 0x

x

e x 






 
0, 0

1 , 0.x

x

e x



 

 ( )E   
1 2x x

e e
  

  

 

1
MX


 , 

2

1
DX


  

Нормальный 
1 x a


 

 
 
 

 
x a



 
 
 

 
( , )N a 

 

2 1x a x a

 

    
    
   

 

MX a , 
2DX   

 

Стандартный 

нормальный 

2 21
( ) e

2

xx


  
2 2

0

1
( )

2

x
tx e dt



    (0,1)N     2 1x x   
0MX  , 

1DX   
 


